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Modulo 1: Fatoracao, Fracoes,
Potenciacao e Radiciacao

1. Fatoracéo

Fatorar numericamente é decompor um
nimero em um produto de outros ndmeros,
chamados fatores. O nimero 24 pode ser
fatorado como sendoo produto entre 0s
nimeros 2 e 12 (2x12=24); 3e8 (3x8 =
24); ou até mesmo 2 e 6 e 2 novamente (2 x 2
X 6 = 24). A fatoracdo completa ocorre
guando um ndmero é decomposto no maior
nimero possivel de fatores. Isto ocorre
quando escrevemos este numero somente
através da multiplicacdo de nimeros primos.
NuUmeros primos sdo aqueles que podem ser
divididos somente por um e por ele mesmo.

Exemplos 1:
a)24=2%X2x%x2x%X3

b)10=2x%x5
€)52=2x2x13

d) 112 =2%x2%x2X%X2X%X7
e)600 =2X2X2%X3X5x%X5

Fatoracdo algébrica consiste em escrever
determinada expressao algébrica na forma do
produto entre duas ou mais expressoes
algébricas.

Exemplos 2:

a) 3a% + 2ab = a(3a + 2b)

b) 3p?q + 4pq* = pq(3p + 4q)

c) 4a’b3® — 6a3b? = 2a*b*(2b + 3a)

Os exemplos acima contém expressdes
contidas dentro de parénteses. Eventualmente
temos expressdes com produtos de mais de
um paréntese. Para multiplicarmos dois
parénteses, cada termo do primeiro
parénteses deve multiplicar cada termo do
segundo parénteses, assim:

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd

7 ///47’5://
// ///// Favd
-

/////// LR

(a+b)?=(a+b)(a+bh)
=a?+ab+ab + b? = a?+ 2ab + b?

Do mesmo modo, podemos obter que:

(a—b)?>=(a—b)(a->b)
= a? — 2ab + b?

(a+b)(a—b) =a?—-b?

Este Gltimo resultado é chamado diferenca
de dois quadrados.

Exercicios Propostos:

Fatore:

a)l1l2=

b) 65 =

c) 500 =

d) 5a +10b =

e) Sxy + 8xz =

f) 4pq® — 6p*q =

0) 2a%b3 + 3a3b? — 6a%b? =

2. Frag0Oes

NuUmero fracionario é o nimero resultante
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da razdo de dois numeros inteiros. Dados 0s
nUmeros inteiros a e b, a representacéo geral

. a
de uma fragéo ¢é dada por —
, onde temos que

0 ndmero inteiro a é chamado de numerador,
e 0 numero inteiro b é chamado de
denominador e é diferente de zero. Esta
Gltima consideracdo se deve pois um ndmero
dividido por 0 é indeterminado.

Quando dividimos ou multiplicamos o
numerador e o denominador de uma fracdo
por um mesmo numero, diferente de zero,
sempre obtemos uma fracdo equivalente a
fracdo dada.

5 5 5

1
= e — -2 = =
3

Ex.: :
15 15

Wl
gl o

5 1 | N .
Logo I e 3 sdo fracdes equivalentes.

2.2 Transformacao de Numero Decimal em
Numero Fracionario

I Séo fracOes
3 equivalentes,
pois representam
5 amesma parte
de um inteiro.

Outro exemplo, um pouco mais geral, seria:
2X?2 _ 2a _ 2

3x2 3a 3

2.1 Transformagdo de NUmero Fracionario
em Numero Decimal

Basta dividir o
denominador.

Exemplos 3:

numerador  pelo

a) = = 1:5 = 02

b 2~ 666..
3

Para transformar um numero decimal em
numero fracionario, toma-se 0 nimero que se
obtém desprezando zeros a esquerda e a
virgula, e dividir por 10, 100, 1000..., ou seja
o algarismo um seguido de um numero de
zeros igual ao numero de casas apoOs a
virgula.

Exemplos 4:
9oos - 4 4222

10 10+2 5
by —-23 = —E

10

¢) 0612= 612 _ 612 +2 =@ _ E

1000 1000+=2 500 250
d) 143 = %

10
e) 015= E =15%

100

Caso o decimal for uma dizima parddica, o
processo € um pouco mai complicado. Nesse
caso, escrevemos a dizima como uma soma S
de  nOmeros decimais. Feito  isso,
multiplicamos essa soma por um nimero 10V,
onde N correspondera ao numero de casas
decimais do primeiro decimal da soma S. Em
seqguida, faz-se a subtracio da soma
multiplicada pela soma definida. Vejamos um
exemplo de como isso ocorre.

Exemplos 5:

a) Transforme a dizima 0,6666... em decimal.

Solugéo:
Escrevemos a dizima como uma soma S

S = 0,6+0,06+0,006+... 1)

Multiplicamos a soma acima por 10", onde N

4
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=1 € o nimero de casas decimais do primeiro
decimal da soma. O resultado seré

10S = 6+0,6+0,06+0,006+... (2)

Fazemos a subtracdo de (2) por (1), donde
obtemos

10S—S=6
95 =6

G 6_2

9 3

Assim, 0,6666 ... =§

b) Encontre a fracdo correspondente a dizima
0.0909009...

Solugédo

S = 0,09+0,0009+0,000009+... )
Multiplicamos (1) por 102,

100S = 9+0,09+0,0009+0,000009+... (2)

Fazendo (2) menos (1), temos

995 = 9
. 9 1
99 11

Logo, temos

1
0,090909 ... = —
11

Exercicios Propostos:

1. Transforme os nUumeros decimais abaixo
em fragoes:
a) -1,3

b) 0,580
c) 0,1000
d) 7%

e) 3,3333...

2. Coloque o0s numeros abaixo na ordem
crescente:

(0,55); (—12) (1,33);, (2.4);

a

) (- 0.125); (0,2000); (2,07).

) I; -2 3. Dy g B0 g
2" 3 5 7 100

b) (0,4) (7,2) (-21) g; _—;0; 2.

2.3 Adicdo e Subtracéo

Podemos somar ou subtrair fracbes que
possuam 0 mesmo denominador,
procedendo da seguinte forma: somando (ou
subtraindo) o numerador da primeira fracdo
com o numerador da segunda fracdo e assim,
sucessivamente, (se houver mais fragdes). O
denominador serd 0 mesmo!

Exemplos 6:
1.3_4
5 5 5
b_ §_§+l:§
77 17
Quando as fragdes possuem

denominadores diferentes, devemos reduzi-
las a0 menor denominador comum (ou
Minimo Multiplo Comum-MMC) e, em
seguida dividir pelo denominador e o
resultado multiplicar pelo numerador. Este
procedimento se repete para cada fragdo
existente. Por ultimo, podemos somar ou
subtrair as fracGes equivalentes as fracGes
dadas.

15 é o menor denominador
comum ou o0 minimo
multiplo comum de 3 e 5.

Exemplo 7:

1.4 _ 5 12 _ 1T7
3 5 15 15

5 15, (@5
FracOes equivalentes as

fracbes dadas, com o
mesmo denominador.

[
+
[
|
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Contra Exemplo:

a+c_ad+cb¢a+c
b d  bd b+d
1+—9—05+0999—1499
2 71000 ST
1+999 1000
= =0,998

*3 +1000 1002

Exercicios Propostos:

3. Calcule e dé a
fracionaria:

resposta na forma

1 3
Q) —+—-=
2 5

g) 2-07-125+04=

h) 2-07-1 =
4
4 5 2

2.4 Multiplicagao

numerador  por
denominador por

Basta  multiplicar
numerador e

denominador.

Exemplos 8:
15 1x5 5
a) N — -
34 3x4 12

p 5.2 _ 5x2 _ 10
13 1x3 3
2.5 Divisao

Mantenha a primeira fracdo e inverta a

segunda  passando a divisdo  para
multiplicacéo.
Exemplos 9:
o
O Q Para os exemplos a e
¢ lembre-se:
1 17 11 1x1
a) —:7 00 —:— = —.= = -
5 51 5 7 5x7
m 1312 _ 12 2
52 53 5x3 15
2 8 2 8 3
8:— ou —:1— = —— =
0) 3 13 12
8x3 _ 242 _ E _ 19
1x2 2+2 1

Exercicios Propostos:

4. Calcule os produtos e dé a resposta na
forma fracionaria:

a) (13 5 16 _
8 26 15
13 1
b) 2| -=2|.(-0,6). = =
) ( 8]( ) o
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3
b)é

~12 _
c) o=
2

3. Potenciacao

Podemos simplificar a multiplicacBes de
fatores iguais. Por exemplo, o produto 3.3.3.3
pode ser indicado na forma 3*. Assim, o
simbolo a", sendo a um ndmero inteiro e n
um numero natural maior que 1, significa o
produto de n fatores iguais a a:

a"=aaa. .. .a
%/_—/
n fatores
onde:
- aéabase;

- néoexpoente;
- oresultado é a poténcia.

Por definicdo, temos que: a° = 1 (a # 0, pois
0° é indeterminado) e a! = a.

Exemplos 10:

Cuidado com os sinais!!!
o Numero negativo elevado a expoente

par fica positivo.
Exemplos 11:

a) (-2)' =(-2)(-2)(-2)(-2)=16

b) (-3f =(-3)-(-3)=9

o Numero negativo elevado a expoente
impar permanece_negativo.

Exemplo 12:
(-2 = (-2) - (-2) - (-2)=
=4 (-2) -

Principais propriedades:

a) am . an — am+n

Exemplos 13:

|) 2x.22 — 2x+2

ii)a*-a” = a*" = a

b) @a" = —

O sinal negativo no expoente indica que a base
da poténcia deve ser invertida e
simultaneamente devemos eliminar o sinal
negativo do expoente.

Exemplos 14:

4
IV) izg.lzz.x‘l
3x 3 x 3
) am am—n
C =
an
Exemplos 15:
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Pt 34—><
) 5
4
II)% = a"® = a*
o @) = a~
Exemplos 16:

i) (4°F = 4%4%=4% = 4°

i) (*)' = b** = b*

e) |[(a-b)" = a"-b"

Exemplos 19:
i) (x-a) = x*-a
i) (4x)’ = 4°.x* = 64x°

i) () = 3 () = st

- 3'.x* = 81X’

f) (Ej = an, com b=0

) (z) _ 2 _ 4
3 3 9

ii)lzzﬁzi
5 5? 25

Exercicios Propostos:

6. Calcule as poténcias:
a) 5°
b) (-8)°

d6)

o3
(3
o (4

7. Qual é a forma mais simples de escrever:

a) @.b)>.b.(b.c)

b) X‘°’.y2.y75.x.x4

y

8. Calcule o valor da expressao:
-2 -1 -2
SHRERSS
3 2 4
2
- o)
9. Simplificando a expressao 2

obtemos qual nimero?

10. Efetue:
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3 -2
) 2ab _
5x*

-2
11. Qual o valor de a, se a:[_2+4j ?
5

12. Simplifique as expressoes:
3n+2 . 3n

VET T

4n . 2([’]71)
b) B=—mm—

_25"%.J100

G 5n+1

c)

4. Radiciacao

A radiciagdo é a operacdo inversa da
potenciacdo. De modo geral podemos
escrever:

Ya =b = b" = aneN e nxl)
a) J4

b) Y8 = 2 pois 2° =8

2 pois 22 = 4

Na raiz R/E, temos:

- O numero n é chamado indice;
- O numero a é chamado radicando.

Principais propriedades:

a) Vab o a%
Exemplos 20:
32 = 2
i) Va° = 4%

iii) /62 = 675

b) [vVa" = a" = a = a,
para n impar.
Exemplo 21:

)P = 2% = (2f = -2
Ya' = o
Exemplo 22:

D(-2f = [-2-2

o [Vab = vab

_paran par

Exemplo 23:
i
) — a% b% — a_.b2
a Va
d) nl— = \/—
b b
Exemplo 24:
a2 et %
i)Vb® Jb® b2
.
b2 Vb*

e) (”\/B)m :(b%)m —p" :b?? —

N [Wa = a
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Exemplo 26:
)33E = %3 - 3

Exercicios Propostos:

13. Dé o valor das expressdes e apresente 0
resultado na forma fracionéria:

1
a — =
) 100

b) - \/% _
) \E _
d) —.001=
e) 0,81=
f) J225=
14. Calcule a raiz indicada:
a) %/;
b) 3/48
c) \/t_7
d) 42

15. Escreva na forma de poténcia com
expoente fracionario:

a) J7=
b) V2% =
C) 8/32 _

d) ¢/a° =

16. Escreva na forma de radical:
1
a) 2°=

2

b) 43 =

1
C) x4 =

1
d) 82
5
e) a’ =

Nlw

h) m

17. De que forma escrevemos 0 nUmero
racional 0,001, usando expoente inteiro
negativo?

a) 107t

b) 1072
c) 1073
d) 107

e) 1—10

18. Simplifique 12v10 ~6v10-8V10
19. Determine as somas algebricas:

a) 132232237
3 4

o 35,5 5 5
?+

5. Regra de Trés Simples

A Regra de Trés Simples é uma forma de
se descobrir um valor indeterminado através
de outros trés valores. Para tal, relacionam-se

10
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quatro valores divididos em dois pares (par
Aindice © bingice) de mesma grandeza e unidade
(e.g.: a1 e &), 0s quais estdo relacionados
entre si. Existem duas formas de se
realizarem os calculos pela Regra de Trés
Simples, dependendo da relacdo entre os
pares de grandezas.

a) Grandezas diretamente
proporcionais:

b) Grandezas inversamente
proporcionais:

& _b

a

Exemplo 27:

Um atleta percorre 35 km em 3 horas.
Mantendo o mesmo ritmo, em quanto tempo
ele percorrera 50 km? As grandezas sdo
diretamente proporcionais (quanto maior o
tempo, maior a distancia que ele percorre),
portanto utilizamos a relagdo dada em a:

35km_3h

50km X

fazendo-se a multiplicacdo cruzada dos
termos:

35x =150
X =4,29 horas = 4h + 0,2%9h
=4h + 17min = 4h17min

se a velocidade utilizada fosse de
480km/h?

21. Bianca comprou 3 camisetas e pagou
R$120,00. Quanto ela pagaria se
comprasse 5 camisetas do mesmo tipo e
preco?

22. Uma equipe de operarios, trabalhando 8
horas por dia, realizou determinada obra
em 20 dias. Se o numero de horas de
servigo for reduzido para 5 horas, em que
prazo essa equipe fard o mesmo trabalho?

Respostas Modulo 1

Exercicios Propostos:

20. Um trem, deslocando-se a uma
velocidade média de 400Km/h, faz um
determinado percurso em 3 horas. Em
quanto tempo faria esse mesmo percurso,

1. a)_l%ob)z%o c) %0 d) %00

e e e e e e ek ek ek ek ok
1 32 61

2. a)10 b) 15 c) 60
7 1

d) 5 e) 12

e e e e e e ek ek ek ok
_1 1 2

3. a 3 b) 20 c) 50

*hkhkhkhkhhkhkhkhkkhkkhhhhhhhkhkhkhhhhdhiiiiikikikikk
a)8h3  o)-ld)-4

4 27 16 14
*hkhkhkhkhhkhkhkhkhkkhhhhkhihkhkhkhhhhihiiiiikikikikk

5. a) (-1,2);(-0125);(0,2);(0,55);(1,33);(2,07);(2.4).
b) -7,-24;14:3(:154:4, 450/

¢) -104; (-21; (04 % 2 (12)

6. a)l b)1 c) 81
16
81 27 9

d) 16 e) 8 25

K*hkkArrkhkhrhkkrhhkkhihkkhkhihkhkkhihkhiikhiikikx
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65 6
7. a)a’®c® b) x®8. 4 9. 7

*hkkkhkhkkhhkhkkhihkhkihkhkkhiihhkkhihkkhkihhkiihkhikx

10. a)a®  b)4bd ) 8
c’ 3y’

81a* 25x°
d) b° e) 4a%° f) 81a®
*hkhkhkhkkhkkhkkkkhkkhkkhkkhkhhhhkhkhkkkhkkhkhhkhkhkikikikikhkkkikk

2512. a) 3" b)2"® ¢)2.5"
11.a= 36

khkkkhkhkkhhkhkkhkihhkhhhkkhiihkhkhihkkhkihhkiiikkkikx

13. a) 1h)_1lc¢)2
10 4 3

d-1 ¢9 0I5
10 10

*hkkkhkkkhhkkkhkkkhhkkkhkkkhhkkhhkkikkhkkkhhkkhkhhkhkkikk

a)¥fa b) 23/6 ¢) 34t d)t?
14,

*hkkkhkkkhhkkkhkkkhhkkkhkkhhkkkhhkkikkhkkkhhkkhkkhkkkikk

1 3 2 5

15.a)72 b) 24c) 35d) a®

2 1

e) x3 f)32

khhkkhkkhkkhkkhkhhkkhkihhkhhhkkhkhihkhkhkikhkihhkikiixikikx

16.2)%42 b) /16 ¢) Wd)% e) Ya®
f) ¥a% g)

1 h) 1
R R R R S S S R S R R S R T R R R S S R S R S S S S S S e e e e
17.letrac  18. —210

khhhkkhkkhkkhkkhkhhkkhkkihkhkkhkhhkkhkiihkkhkikhkkihhkkhkiixikikx

a)—EiE
12
19. b)g\/g
15

khkkhkkhkkhkkhkkhhkkhkkhhkhkkhkhhkkhkkikihkkkhkikhkkihhkkhiixikkikx

20. 2,5 horas (2h30min)

khkkhkkhkkhkkhkhkhkkhkkikhhkkhkhkhkkhkkikikhhkkhkihkkhkihhkkhhikikkix

21. R$200,00 pelas 5 camisetas

KkErhhkhkArArkrrhkkhrrhkkrrhkkhkhihhkhihhiihhiikix

22. 32 dias

khkhkkhkhkhkkhkhkhkhkkikhhkkhkihhkhihhhihhiihhiiikix

12



Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica
Curso de Inverno de Matematica Basica - 2013

Maodulo 2: Equacoes,
Inequacoes, Sistemas de
Equacdes e Polindmios

Nesse capitulo serdo abordados conceitos
referentes ao tratamento e resolucdo de
equacOes e inequagbes de 1° e 2° graus,
equacdes biquadradas, equacgdes fracionarias
e equacOes irracionais. Serdo estudados
tambem os polinbmios e o0s sistemas de
equacOes do 1°. grau. Estes assuntos fazem
parte da ementa do ensino fundamental e
ensino médio, sendo sua compreensdo de
fundamental importancia para estudos de
matematica avancada.

1. Equagdes

Equagdo é uma sentenga matematica que
expressa uma relacdo de igualdade entre
variaveis (tambem chamadas de incégnitas,
ou seja, quantidades desconhecidas de uma
equacdo ou de um problema), sendo que a
condicdo imposta pela equacdo sO €
verdadeira para determinados  valores
atribuidos as incégnitas.

Mais simplificadamente, a equacdo
consiste em uma expressdo matematica
envolvendo o sinal de igual e a0 menos um
termo desconhecido (uma incdgnita), como
mostrado abaixo:

2x +10 =18

Onde x € a uUnica incognita da equacgédo
(as incognitas podem ser representadas por
qualquer letra). Como ja& mencionado
anteriormente, a equacdo serd satisfeita
somente para determinados valores da
incognita (neste caso, x). A resolucdo de uma
equacdo consiste em determinar os valores
das incdgnitas para 0s quais a equacdo é

verdadeira. Resolvendo a equagéo acima:

1° Passo: Diminuindo 10 nos dois lados
da equacdo (ou somando —10 em ambos 0s
lados da equacéo):

2x+10—-10=18—-10
2x =8

2° Passo: Dividindo ambos os lados da
~ T 1
equacéo por 2 (ou multiplicando por > ambos

os lados):
2x 8
2 2
x =4

Assim, o Unico valor de x para o qual a
equacdo é satisfeita € 4.

1.1. Equagdes de 1° Grau

E toda equacdo na forma ax + b = 0,
sendo a e b numeros reais, com a # 0. Essas
equacdes possuem apenas uma incognita e
sdo denominadas de Equacdes de 1° grau,
pois é a maior poténcia da incognita (x =
xt - grau =1).

A solucdo geral de uma equacgédo do 1°.

. b
grau é dadacomo x=——.
a

Exemplos:

-3y+8=17

Resolucdo: Inicialmente, se subtrairmos 17
dos dois lados da equagdo, poderemos
perceber com mais facilidade que trata-se
de uma equacdo do 1°. grau:

—3y+8-17=17-17

13



Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica
Curso de Inverno de Matematica Basica - 2013

—3y+8-17=37 -7
-3y—-9=0

Agora, podemos adicionar 9 nos dois lados
da equacéo, o que resulta:

—3y49 49 =0+9
-3y=9

Dividindo entdo, ambos os lados da
equacdo por —3 (ou multiplicando ambos

os lados por %), teremos:

Ay_9
A -3
y=-3

Entdo, o Unico valor de y para o qual a
equacdo é satisfeita &€ —3.

32x—1)=2(12x+3)
32x—31=22x+ 2.3
6x—3=4x+6

6x—4x=6+3

iii.
2 5
2z+1 3z-2

2(3z—-2)=52z+1)
6z—4=10z+5

—4z =9

Possiveis soluces de uma equacdo do
1° grau.

Uma equacdo do 1° pode ter ou nao
solugdo, como mostrado nos exemplos
abaixo:

Exemplo com solucéo Unica:

2x —3=4x+7
—2x =10
x=-5
OBS: Durante a resolugdo de uma
equacdo, caso haja a situacdo na qual
a=0 entdo ax+b=0, por definicdo, ndo
€ uma equacdo de 1° grau. Abaixo aparecem
alguns erros comuns na resolugéo:
Exemplo que néo possui solugéo:
2x—3=2x+7
2x —2x =10
0x =10
Note que ndo existe nenhum numero que
multiplicado por 0 dara 10 (ou qualquer outro
numero diferente de 0).

Exemplo com infinitas solucdes:

2x+3=2x+3

14



Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica
Curso de Inverno de Matematica Basica - 2013

2x—2x=3-3
0x=0

Podemos perceber que qualquer nimero
que x assuma a igualdade sera verdadeira.

Vamos analisar, geometricamente, a
solucdo de trés equac0es:

a) 2x—3=4x+7

Resolvendo esta equacdo obtemos a
solugdo x =-5 (solugdo Unica).
Olhando para o grafico:

Figura 1. Retas concorrentes.

b) 2x -3 =2x+7

Resolvendo esta equacdo obtemos que
Ox =10 (ndo tem solucdo). Olhando
para o gréfico:

Figura 2. Retas paralelas.

c) 2x+3=2x+3

Resolvendo esta equagcdo obtemos que
0x = 0 (infinitas solucdes). Olhando
para o grafico:

25 30

Figura 3. Retas coincidentes.

1.2. Equacdes de 2° Grau

E toda equacdo, com variavel x, que
pode ser colocada na forma de ax? + bx +
c=0, sendo a, b e c numeros reais
conhecidos, com a # 0. As equagles de 2°
grau possuem apenas uma incAgnita e sao
denominadas desta forma pois o maior
expoente da incognita é igual a 2.

Exemplos:
1. 2x2-5x+2=0
2. 4x*-9=0
3. 5x2-3x=0

4. 7x2 =0

OBS: quando b e/ou ¢ séo nulos temos uma
equacdo incompleta, para b e ¢ ndo nulos
temos aquilo que chamamos de equagéo
completa.

Equacéo de 2° Grau Incompleta (b
e/ou ¢ sao nulos)

1° Caso: b e ¢ sdo nulos:

Sehb=c=0,ax*=0 = x=0.
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Exemplo:

552 =0 = x=0.
2° Caso: b nulo:
Seb=0,ax’+c=0

C
> x=4 [—-
a

Exemplo:
(x—5)2 = 2x(x—5)

x? —10x + 25 = 2x%? — 10x

—x?>+25=0
25
X =+ ’——zi\/ﬁzis
-1
=>x1=—5€x1=5

3° Caso: ¢ nulo:
Sec=0,ax’+bx=0
x(ax+b)=0
>x=0ex= —b/a
Exemplo:

4x+3)(x—2)+(2x+1)(3x—5)
=7x%*—-11

4x> - 5x—6+6Xx2—7x —5=7x*>—-11

3x2—12x =0

x(3x—12) =0

Equacao de 2° Grau

As equacdes de 2° grau (tanto completas
quanto incompletas) podem ser resolvidas
através da equacdo de Bhéskara:

_—b*VA

x 2a

onde A= b?—4ac ¢é o discriminante da
equacdo e lembrando, novamente, ax? +
bx+c=0.

Repare que se A for menor que zero
(A< 0), a equacdo ndo tem raizes reais, mas
sim duas raizes complexas:

b VA
1= "2 g
e
b VA
X2 _—Zﬁ‘lz

Onde i=+/-1.
Se A for nulo (A= 0), a equacdo de
Bhéskara terd uma raiz dupla, dada por:

b

X =——
2a
Para 0 caso em que A é maior que zero
(A> 0), a formula de Bhéaskara fornece duas
raizes reais e diferentes, sendo elas:

b /A
1772 2a

e
b A
2= "2a% 2

Através da figura abaixo podemos ver o
comportamento de uma equacdo de 2° grau
para os trés casos analisados acima (A< 0,
A= 0e A= 0).
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A=b—4ac>0 A=p-4dac=0 A=b —4dac<0
a pardbola intercepta a paribola intercepta a pardabola nao
o ¢ixo dos x em dois o eixo dos x intercepta o
pontos distintos. em um unico ponto. eixo dos x.
'S 'S 'S
o X, X, Nt \_/
—_—
L X X =X X | X

[

0

a<

XN N

Figura 4. Gréfico de uma equacao de 2° grau. O
gréfico é feito para os casos em que A>0 (esquerda),
A=0 (centro) e A<0 (direita). Além disso, pode-se ver o
comportamento da curva para os casos em que a>0
(superior) A<0 (inferior).

Exemplo 1: Determinar as raizes da

equacdo 30x2 — 29x + 6 = 0.
Primeiramente calculamos o discriminante:

A= b2 — 4ac = (—29)? — 4.30.6 = 121
As raizes sdo dadas por

_—btVA

x 2a

(29 + V121 29411
B 2.30 60

Desta forma, tem-se

29+11 2
=g =3

e
29-11 3
2=760 T 10

Exemplo 2: Determinar as raizes da
equagdo x* — 6x +9 = 0.

Primeiramente calculamos o discriminante:
A=b?*—4ac=6>—419=0

Calculando as raizes obtemos

—(-6)£V0 6
x:—:—:3
2.1 2

Observe que como A é nulo, existe apenas
uma raiz real dupla que satisfaz a equacéo.

1.3. Equagdes Biquadradas

Sdo as equacdes que podem ser escritas
na forma geral ax* + bx? + ¢ = 0, onde x é
avariavel e a, b e ¢ sdo reais com a # 0.

Para encontrar as 4 raizes deste tipo de
equacdo, faz-se a seguinte substituicdo de
variaveis:
y=x’

Resultando em uma equacdo do tipo
ay® + by +c =0 (2° grau), a qual se sabe
resolver através da equacdo de Bhéaskara.
Com este procedimento transformamos uma
equacdo biquadratica em uma equacao
quadratica.

ApoOs encontrar aos valores de y (duas
raizes, y, € y,), 0s valores de x (quatro
raizes) sdo facilmente obtidos fazendo:

x1:_\/I ; xz=\/i
x3:_\/£ ; x4:\/£

Exemplo: Dada a equagdo (x? —2)? +
(x? — 2) — 6 = 0, encontre suas raizes.

x*—4x2+4+x*2-2-6=0
x*=3x2-4=0

Fazendo y=x?2=>y2-3y—4=0,

cujas raizes sdo y;, = —1 e y, = 4. Assim, as
os valores de x sdo:

x2=\/__1=l
x4=\/Z=2

x,=—V—1=—i ;

17



Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica
Curso de Inverno de Matematica Basica - 2013

1.4. Equagoes Fracionadrias

Uma equacdo € fracionaria quando
algum termo possui alguma varidvel no
denominador. Por exemplo:

1. i+1=f;comx¢0.
5x X

2 3

2. —+—=2;, para x#*-1 e
x+1 x+3
x # —3.

3. 24+ 42=0; para x#0 e
3x x—1 3
x#1

OBS: As restri¢cGes nos valores da variavel x
nos exemplos acima sdo para que nao ocorra
diviséo por zero (indeterminacéo).

Para resolver tais equagdes é necessario
tirar 0 minimo multiplo comum (MMC) dos
denominadores para eliminarmos a variavel
dos denominadores. Vejamos  alguns
exemplos do procedimento abaixo:

S22 5
Exemplo: ntT 5t 0

Passo 1: Calculo do MMC: Arranjando 0s
denominadores conforme o dispositivo
pratico conhecido desde os tempos de
colégio, teremos:

3 , (x-1) , 3|

Iniciamos a divisdo, dividindo os temos do
lado esquerdo por 3, o que resulta:

3x , (x-1) , 3|3
X , (x=1) , 1

Apos, dividimos por x e teremos:

3x , (x-1) , 3|3
X , (x-1) , 1]x
1, (x-1) , 1

Na seqiiéncia, dividimos novamente todos 0s
termos, desta vez por (x—1), o que resulta:

3x , (x=1) , 3 3
, x-1) , 1 X
, (x=1) 1) (x=1)
: 1 , 1

O minimo multiplo comum entre estes trés
termos entdo sera

3x , (x-1) , 3 3
, (x=1) , 1 X
, (x=1) , 1 (x-1)
: 1 , 1| ->3x(x-1)

Passo 2: O denominador de cada termo se
torna 0 m.m.c e o numerado de cada termo
sera a multiplicacdo do antigo numerador por
m.m.c./d, onde d representa 0 antigo
denominador do termo em questéo:

2(x—1) 2.3x S5x(x—1)
3x(x—1) 3x(x—1) 3x(x—-1)
0
- 3x(x—1)

Passo 3: Como todos os denominadores sdo
iguais, multiplicamos ambos os lados da
equacdo pelo MMC a fim de eliminarmos os
denominadores da equagéo:

2c—1)+6x+5x(x—1)=0
2x —2+6x+5x>—-5x=0
5x24+3x—-2=0

Desta forma, escrevemos a equagdo na
forma que estamos habituados e suas raizes
sdo obtidas com o auxilio da equacdo de
Bhéaskara:

A= 32 — 45.(=2) = 49,
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1.5. Equac0es irracionais

Sdo equacOes que apresentam incognita
com expoente fracionario, como por
exemplo:

1. x/3-4=0.
2. (x+2)/3-2x=0.
3. (x—-3)/2-2=0.

Para resolver tais equacOes se isola o
termo com expoente fracionario dos outros e
se eleva todos os termos da equagdo por uma
poténcia para a qual o expoente da incognita
se torne inteiro.

Exemplos:

1. xh—-4=0

Passo 1: Isolando o termo com expoente
fracionario,

x1/3 =4
Passo 2: Elevando-se os termos a poténcia 3,

(x1/3)3 = 43
x =43 =64

Prova real: Neste tipo de geuacdo, devemos
sempre incluir uma prova real, pois podera
ocorrer o fato de termos um resposta, mas que
nédo é adequada ao problema irracional inicial.
Assim, se sushtituirnos X =64 na expressao

x'® =4, teremos:

(64)1/3 =4

64 =4
4=4

Da conclusdo acima, vemos que a
resposta X =64 é adequada.

2. x—=3)2-2=0

Passo 1: Isolando o termo com expoente
fracionario,

(x—3)2=2
Passo 2: Elevando-se 0s termos a poténcia 2,

[(x —3)72]? = 22
x—3=4 = x=7

Prova real: Substituindo Xx=7 na equacao
original, teremos:

(x=3)"2=2
[(7)-31 =2
(4)1/2 =2

fa=2
2=2

Mais uma vez, a resposta € adequada.

3. X+X+7=5

Lembrando que a’/m = "\/a™
Passo 1: Isolando o termo com expoente
fracionario,

JX+7=5-x

Passo 2: Elevando-se 0s termos a poténcia 2,
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(Wx+7)2=(5-x)?
X+7=25-10X + X*
x? —11x+18=0

Utilizando o método de Bhaskara, temos
que as raizessdo X, =2 e x =9.

1.6. Equacdes Simples de Duas
Variaveis

Sdo equacdes da forma ax + by + ¢ =
0, com a, b e ¢ numeros reais, sendo a € b
coeficientes ndo nulos.

Estas equacGes com duas variaveis

possuem infinitas solucbes e podem ser

- a Cc
escritas na forma y=-—-x—- Por

exemplo:
1. 4x—9y—3=0=>y=%x—§

2. x—5y=0=>y=§

3
2x

3 — — j—
3. ;+y—2=>y—2

A resolugdo de tais equacOes sera vista
aprofundadamente mais adiante, no capitulo
referente a sistemas de equagdes.

2. Polindbmios

Polinbmios (ou expressdes algébricas)
sdo expressdes matematicas envolvendo
numeros, letras (que representam variaveis) e
com somas e produtos entre estes elementos.
Vocé perceberd que as equagdes com as quais
estdvamos trabalhando anteriormente séo
exemplos de polindmios.

Mondmios

O tipo mais simples de polindmio que
podemos encontrar se chama mondmio.
Abaixo, encontramos um exemplo de
monomio:

2x%p

Neste mondmio, podemos identificar o
coeficiente numeérico como sendo o nimero
2, e a parte literal, como sendo x2p.
Definimos o grau de um mondmio como
sendo a soma dos expoentes da parte literal.
Assim, o grau do mondmio exemplificado
acima € 3, pois esta € a soma do expoente do
x (2) com o expoente do p (1).

Bindmios, Trindbmios e Polindbmios

A soma de dois mondmios é denominada
binémio, como exemplificada abaixo:

53b% + 3a

Do mesmo modo, um trindmio é definido
como a soma de trés mondmios e um
polinémio, em geral, como a soma de quatro
ou mais monoémios. O grau de um bindémio ou
polinémio é definido como o grau de seu
mondmio de maior grau. Assim, o grau do
polindmio mostrado acima € 5.

2.1. Operacgdes com Polinbmios

As operagfes com mondmios sdo ja
conhecidas do estudante, pois foram
utilizadas no processo de simplificacdo de
expressdes algébricas e no processo de
resolucdo de equagdes, vistos anteriormente.
Portanto, faremos apenas uma breve revisao:

Soma de mondmios:

4x% + 10x%2 = (4 + 10)x? = 14x2
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5x2 —27x% = (5 — 27)x? = —22x?

Observe que a soma de bindmios e de
polindmios, de uma maneira geral, consiste
em uma extensdo natural da operacdo de
soma de mondmios, ou seja, a soma de um
polindbmio nada mais € que a soma de
monomios. Por exemplo:

(4x* +x3 +2) + (3x3 + 2x2 — 2)
=4x* + (1 + 3)x3 + 2x?
+(2-2)
= 4x* + 4x3 + 2x2

(4ab3® + 4a?b) + (3ab® + a?b — ¢)
= (4+3)ab® + (4 + 1)a*b
—c=7ab3®+5a’b—¢

A operagdo de subtracdo também
consiste em uma extensdo desta mesma ideia
de soma.

Multiplicagdo de mondmios:

A multiplicacdo de mondmios se resolve
facilmente multiplicando termo a termo, onde
sdo multiplicados os termos numéricos e 0s
termos literais. E importante lembrar a
propriedade x™. x™ = x™*", Exemplos:

(4x2)(10x3) = (4.10)x2x3 = 40x°

(x2+x—-3)(x2-1)
= x%x? —1x? + xx? — 1x
—3x%2-3(-1)
=x*+x3—4x*—x+3

Divisdo de monémios e polinémios:

A divisdo de monbmios, tal como a
multiplicacéo, resolve-se de maneira simples:
dividem-se os coeficientes numéricos entre si,
apos, dividem-se as letras iguais entre si,
subtraindo os expoentes, como mostrado no
exemplo a seguir (E importante lembrar que:

n—m):

Dividir 10x? por 2x:

10x%2 10x?
= ——=>5x

2x 2 x

Entretanto, ao contrario da soma,
subtracdo e multiplicagcdo, a divisdo de
bindbmios e a de polinbmios de uma maneira
mais geral, ndo é uma simples extenséo deste
processo, e justamente por este motivo, da
lugar, comumente, a uma série de resolugdes
erradas. Vamos ver alguns exemplos da
divisdo de bindémios:

Dividir 4x2y + 10xy por 2x?:

4x’y + 10xy _ 4x?y

10xy 5 5y
2x2 C o 2x% 0 2x2

Dividir 2x + 4y por 4x2 — 16y?:

2x + 4y 2x + 4y
4x%2 —16y2  (2x — 4y)(2x + 4y)
1
T 2% — 4y

Observem que o denominador foi
simplificado através de fatoracao.

Dividir x — 2 por x% + x — 6:

x—2 X—2 1
x2+x—6 (x—2)(x+3) x+3

Observem que novamente 0
denominador foi simplificado através de
fatoracéo.

Dividir x2>— 3x — 4 por 2x* — x — 3:
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X*=3x—4 (x+1Dx-4) x—4
2x2—x—-3 (x+1)(2x—3) 2x-3

Divisdo de polindmios:

Para resolvermos as divisdes de
polindmios, devemos inicialmente montar a
divisdio a maneira de como faziamos na
escola basica.

E importante que os polindmios
envolvidos na divisdo (dividendo e divisor)
estejam escritos em ordem decrescente de
grau de seus mondmios, da esquerda para a
direita. Ap6s esta montagem, dividimos o
primeiro mondémio do dividendo pelo
primeiro monémio do divisor. Disto surgira
um mondémio no quociente. Devemos entéo
multiplicar este mondmio pelo divisor e
subtrair o resultado desta multiplicacdo, do
dividindo, como mostrado nos exemplos a
sequir:

Dividir 10x? — 43x + 40 por 2x — 5:

10x? —43x +40 |2x—5

—10x2 + 25x 5x—9
0 —18x+40
+18x — 45
0— 5

Assim, temos que

10x* —43x+40 (2x—5)(5x—9) =5
2x—5 B 2x—5

=5 9 >
=X 2x —5

Da operacdo mostrada, fica 6bvio que o
processo deve ser repetido até que surja no

dividendo, um mondémio que “ndo pode mais
ser dividido” pelo divisor.

Dividir  6x* —10x3 +9x* +9x -5
por 2x% — 4x + 5:

6x* —10x%+ 9x?> +9x—52x*—4x+5
—6x* +12x?% — 15x2 3x2+x—-1
0 + 2x3— 6x2+9x—5
— 2x3+ 4x?—5x
0 — 2x2+4+4x-5
+ 2x?—4x+5
0

Assim, temos que

6x* —10x3 +9x%2 +9x -5

=3x2+x—1
2x%2 —4x+5 Xt

3. Inequacdes

Definimos  como  inequagdes  as
expressdes mateméticas semelhantes as
equacbes, mas que diferem destas por
representarem  ndao  igualdades, mas
desigualdades. Assim, sdo exemplos de
inequac0es as expressdes abaixo:

2x—3>3x+7

X
E+5<2x+3

(x+2)2<4x+8
3x2+5x— 12 #2x> +6x—6
Exemplos:

1. Determinar a solugdo da inequagéo
2x—3>3x+7

Isolando a variavel:

2x—3x>7+3
—x> 10
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Passamos a variavel x para a direita e 0
10 para a esquerda:

-10>x
Assim, encontramos que a inequagao €
satisfeita para todo x < —10. Mais
formalmente, expressamos 0 conjunto
solugdo como
S={xeR/x <-10}
2. Determinar a solucdo da equacdo

§+5<2x+3

Isolando a variavel,
5—3<2x—
— x — —
2

2<3X
2

Multiplicando ambos os lados da
equacéo por g

Desta forma encontramos
4
S={x€eR\x> §}

3. Determinar a solugdo da equacéo
x+2)2<4x+8

x+2)2<4x+8

x* +4x+4<4x+8

Passando todos os termos para o lado
esquerdo, obtemos a expressao

x2—4<0

Neste caso temos uma inequacdo do 2°
grau. Podemos determinar as raizes da
equacédo que corresponde a ela (x2 — 4 = 0),
quesdo x; = —2ex, = 2.

Agora olhamos para o grafico desta
equacdo do segundo grau, mostrado abaixo.
Observem que no intervalo de x=-2 a x=2, a
fungdo retorna valores negativos e para 0s
intervalos de x=-o0o a x=-2 e de X=2 a Xx=c0 a
fungéo retorna valores positivos. Desta forma,
concluimos que a solugdo para a inequacao
x2—4<0¢

S={xeR\-2<x <2}

G0

40

20+

4 2 E— 2 4

Figura 5. Grafico da fungdo x2 — 4 = 0.

4. Determinar a solucdo da equacédo
3x? + 5x — 12 # 2x? + 6x — 6:

Passando todos os termos para o lado
esquerdo da equacdo obtemos a expressao

x2—x—6%0
Ou seja, procuramos todos os valores

possiveis de x de forma que x? — x — 18 seja
diferente de zero. As raizes da equacdo
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x?—x—18=0sd0 x; =—-2¢€ x, =3. Ou
seja, 0s Unicos valores que equacao se anula
sdo x; € x,, e, portanto, todos 0s outros
valores de x é a solucdo para o problema, ou
seja,

S={xeR\x#—-2ex # 3}

4. Sistemas de Equacdes Lineares

Ndo podemos determinar uma Unica
solugcdo em uma equagao que possua mais de
uma variavel simultaneamente, como por
exemplo:

4x —y =0

Neste caso, o valor a variavel x
dependerd do valor da varidvel y, e vice-
versa. Quando isto acontece, para podermos
encontrar os valores de todas as variaveis do
problema, precisamos de um numero de
equacdes (linearmente independentes) igual
ao numero de incognitas. Como no exemplo
acima temos duas incdgnitas, para encontrar 0
valor de x e de y precisariamos de mais uma
equacdo, por exemplo, 2x 4+ 3y =5, desta
forma teriamos que solver o sistema

{4x—y=0
2x+3y =5

Quando tivermos um conjunto de duas
ou mais equag6es do 1° grau, como mostrado
acima, chamamos de sistema de equacdes do
1° grau. Desta forma, a solucéo de x e y € tal
que obedecam as duas equacdes do sistema.

Na sequéncia desenvolveremos alguns
métodos para a solucdo deste sistema de
equacOes simples que apresentamos. Tais
técnicas podem ser utilizadas para sistemas
com um maior nimero de equagdes, como
também podera ser visto em alguns exemplos
a sequir.

Meétodo da soma

Este é o método mais utilizado e tambeém
um dos mais simples e diretos que pode ser
de grande utilidade na maioria dos problemas
de sistemas de equacdes do 1° grau.

O método consiste em somarmos 0s
coeficientes  numéricos das  variaveis
semelhantes entre si, para formar uma nova
equacdo onde uma das varidveis terd sido
eliminada no processo e restara uma equacao
com apenas uma varidvel. Para tanto,
podemos multiplicar todos os termos de uma
equacdo por um mesmo numero, ou até
mesmo, multiplicar vérias equagbes do
sistema, cada uma por numeros diferentes
como mostrado nos exemplos a seguir.

Exemplo: Resolver o sistema abaixo pelo
método da soma.

{2x+y=6
2x+3y =2

Multiplicando a primeira equagéo por -1:

{—2x—y=—6
2x + 3y =2

Percebe-se que se somarmos as duas
equacOes, a varidvel x serd eliminada,
fazendo isto obtemos:

2y = —4
y=-2

Agora que encontramos o valor de v,
usamos este valor em uma das equacdes
(pode ser qualquer uma das duas) para
encontrar o valor de x. Aqui vamos utilizar a
segunda equacao:

2x +3(-2)=2
2x—6=2
2x —6=2
x=4
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Desta forma encontramos como solugéo

x =4
{y=—2

Reparem que esta solucéo satisfaz ambas
as equagles (2x +y = 6e 2x + 3y = 2).

Método da substituicéo

Este método consiste em escrever uma
variavel em funcdo das outras, em uma das
equacOes e depois substituir esta variavel na
outra equacdo, como mostrado no exemplo
abaixo.

Exemplo: Resolver o sistema pelo método
da substituicéo:

{2x+y=6
2x+3y =2

Isolando a varidvel y na primeira
equacao obtemos que

y=6-2x

Agora usamos esta relacdo encontrada na
segunda equacao:

2x+3(6—2x) =2
2x+18—6x =2
—4x = —16
x=4

Agora que encontramos o valor de X,
usamos este valor em uma das equagdes
(pode ser qualguer uma das duas) para
encontrar o valor de x. Aqui vamos utilizar a
equacdo que nos montamos para escrever y
em funcéo de x:

y=6—2x
y=6—-24

y=-2

Desta forma encontramos como solugéo
x=4
y=-2

Reparem que esta solucdo é a mesma
encontrada pelo método da soma.

EXERCICIO PROPOSTOS
Secdo 1.1: Equacdes de 1° Grau

1. Determine as raizes das seguintes
equacges do 1° grau.
4x =8
—5x =10

16 +4x —4=x+12
8+ 7x—13 =x—27 —5x

2x 3

3 4
1 3x

> @ he oo o
w
|
N
=
I
|
~

4 10
9x+2—(4x+5)=4x+3
32—-x)—5(7-2x) =10 —
4x +5

k. x—2 12—x: 5x-36

3 4

[ —

-1

2

1

o _x+3
. 2x . = 2x 3(x 2)

m. 2(x—§)—3<x—xT_%)+

2(x-3
@3 _ 3x
6
n. 2x—4 1= 20-x Xty | 2(x-3)
5 4 3 6
3x x+1 1-3x
0 2x+1-=="—
4 2 4
X x 5x—4
p. c—1—-==x-—
4 12 6
2x-5 3—-x 11
g 1+ —Z=1+x——
4 2 4
9x+7 x+2
r. - — =36
2 7

Secédo 1.2: Equagdes de 2° Grau

1. Determine as raizes das seguintes
equac0es de 2° grau.
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a. 4x*=8

b. x?=7x+6=0

c. x>?+3x—28=0
d 3x2—-5x+2=0
e. 16x°+16x+3=0
f. 4x2—-16=0

g. 2x2—18=0

h. 3x2 =5x

i. 2x248x=0

i

(2x —3)? = (4x —3)3

Assinale qual alternativa da valores
de k (real) para que a equagéo
(k2 —4)x?+2x=0 seja uma
equacéo de 2° grau?

a. k=+2
b. k++2
c. k=2
d k=-2
e. k+2

Resolva as seguintes equagdes:

a. 5x2—75x=0
2_
b. 5x+3 x“-14 =3

c. 3x(x+2)=2x(x+3)

3 7

As raizes da equagdo 2x%+ 6x —
15 = 3(x — 5) sio

a. 0
3
b. -
3
cC. -
2
d. 0e?
2
e. e =

2

Calcule o valor de k na equacgédo
kx?—3x=0 de modo que a
unidade seja sua raiz.

» oo oW
w

6.

10.

11.

A equacdo ax?+ c =0 terd raizes
reais se:

a. c>0ea>0
b. c<0ea<0
cC. ¢c>0ea<0
d ¢c>0ea<0
e. c=0ea=0

Quais sdo as raizes da equacdo
(x—4)(x+4) _

8?
2
a +22
b. +44/2
c. t2V2
d +V2
e. t4

Resolva as seguintes equacoes:

a. 8x?—10x = 3x? + 5x

b. (4x+3)(x—2)+
2x+1)(3x—5) =7x%2—-11

C. xT_2+2x4_3=x2+x—g

d (x—5)?2=2x(x-5)

Qual o valor de k para que a equacgéo
x2+(k—1Dx—(k+3)=0 tenha
suas raizes simétricas:

a. +1
b. +2
c. 43
d +4
e. *5

Resolva as seguintes equagoes:
a. 9x2+16=0

x2+1 | 3x%2-1 7
b. —=+——=3
c. x—1(x—-4)=

(7+x)(—x—2)

A menor raiz da equagdo 3x? +
4x+1=0¢
1

W
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12.

13.

14.

15.

1
c. —-
3
d -1
e. —3

Determinar k na equacdo (2k —
Dx?2+2(1—-kx+3k=0 de
modo que uma das raizes seja —1:

7
a. -
3
3
b. -
7

7

c. —-

3

3

d —-

7
e. 1

Resolva a equagdo x2 ++2x —4 =

a 2e —+2
b. V2 e —2V2
c. V2 en2
d

4\53—?

Para que a equagdo —10x2 — 5x +
¢ = 0 tenha o discriminante nulo, ¢
deve ser igual a:

5
a. -
8

8

b. —-

5
8
C —_
5

5

d -—-=

Encontre as raizes das seguintes
equacdes fracionérias:

1
a x+—=
x—5
x—1 x
b. =2=12
X 4
x 2 x—5
C — — —
x+1  x—1 x2-1
X xX+4
d x-Z=5-2%
2 3
x—1 3x+1
e. —=
3 2
g X0 4x-2
! 2 x—2

Secédo 1.3: Fracionarias

Determine as raizes das seguintes
equacOes irracionais:

a Vx—4=0

b. Vx+2=0

c. Vvx—=1+2=0

d x—2Vx=15

e. V2x+7=4—-V2—x

f. Vox+1+Vx—4=+2x+9
0. Vx+2+Vx—-2=1

h. VO—x2=3

Secéo 1.4: Equac0es Biguadradas

A equagdo x? — 3x + 2 = 0 admite:
a. Uma solucao real.

Duas solucgdes irracionais.

Duas solucgdes racionais.

Seis solugdes reais.

Uma solucdo racional e uma
irracional.

® o0 o

Dada a equacgdo x® —13x*+36 =10
se tem que:

a. Admite quatro raizes irracionais.
Admite oito raizes reais.

Né&o admite raizes reais.

Admite quatro raizes inteiras.
N.D.A.

®oo0o

A soma das raizes da equacdo
biquadrada x* — px? + 1 = 0 vale:

a. Zero, para qualquer valor de p.
Depende do valor de p.

Para p=1, ela é 2.

Para p=-1, ela é 3.

Sempre p.

® o000

Forme a equacdo de raizes +v2a e
1
+ =

— 2a

a. 2ax*—(8a’+1)x*+1=0
b. 4ax*—(8a’?—-1x*+a=0
c. 4ax*+ (B8a’+1x?*+2a=0
d. 4ax*—(8a’+1x?>+2a=0
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5. Determine as solucbes das seguintes 1. Resolva as seguintes inequacdes:
equacoes: a. 3—x<5+3x
(1-x)?  (1-x)? __4 b. 2x -5 < 1 + 3x + 1—=x
1+x3 1-x3 x6-1 3 4 3
b. a?b?x*— (a>+b*)x>+1=0 c. 2x>-3—-3x>-7
x*—(a+Dax?+a®=0 d. 3 %
X
x . e. x2<9
Secédo 2: Polindbmios f x2—3x4+2>0
. . _ g 1—x—2x2>0
1. Dé o coeficiente, a parte literal e o hoxtl o x
grau dos seguintes mon6émios: ©o2-x  3+x
1
a. -x3y° i 225
4+x
b. 18
. —<2
c. —-x x=5
1 3
d. —7y* K 2
e. 2a®b?
fo—2y7 Secao 4: Inequacdes

3

1. Resolva o0s seguintes sistemas de

2. Efetue as seguintes operacGes com .
equacOes de 1° grau:

polindmios:
a (—2x5). (~2a). (~3%). (~a) a [FtV=3
s x—y=9
pp— 2x — 2y = 12
ga4a b. Y

c. (4a®—3ab +5) + (—=7ab) x+2y=11

d (3czlb2 — 4a?b) + (2ab? — c. xx++2§ _ Zl
5a°b + 1) 3x—-2y=8

e. 7x%y3+x3y—2)+ (—x%y3 — d. Xx—5y=3
5x3y + 3x2° +9) x+y=12

f. (5a?b3® — 2a®b + 3a) — & lx- y=28
(—4a3b) f 3x—-2y=-1

9. (4x2y) — (5x2y? — x%y + 2) " (2x+5y =12

h. (2mp? —3m?p — 4) — §+%=—§
(5mp? — 2m?*p - 7) ) ¥ s

i. (7ax? —4ax —a + 2).(3a%x) 84y 2 y

jo (=3x%y + 2xy? 4+ x3 — H 2x——=2-3
5y3)-(_xy_1) . y—5x=—3?y—6

k. (3x—4).(6x—5)
I. (3a?b + 2ab? — 7a?b?).(2ab —
3)

m m*—-m3+m?-m+1).(m-—

2. Resolva as seguintes situagoes:

a. Na geladeira de Ana ha 15 litros
D de refrigerante, dispostos tanto
em garrafas de um litro e meio,
quanto de 600 ml. Qual é a

Secéo 3: Inequages )
quantidade de garrafas de cada
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capacidade, sabendo-se que séo
13 garrafas no total?

Pedrinho comprou duas coxinhas
e um refrigerante pelos quais
pagou R$7,00. Seu irmao
Jodozinho comprou uma coxinha
e um refrigerante a mais, pagando
R$11,50. Qual é o preco do
refrigerante e da coxinha?

Em uma geladeira ha 42 produtos
em embalagens de 400 g e de 500
g, num total de 18,5kg. Quantas
embalagens de 400 g precisam ser
retiradas para que o numero de
embalagens de 400 g seja o
mesmo que O numero de
embalagens de 500 g?

Certo jogo possui fichas com duas
ou quatro figuras cada uma. Um
jogador possui fichas com um
total de 22 figuras. Quantas fichas
de cada tipo possui este jogador?
Em um pasto ha bois e cavalos,
num total de 50 animais.
Somando-se 0 numero de patas de
bois a0 numero de patas de
cavalos, obtemos um total de 180
patas. Quantos cavalos temos no
pasto, sabendo-se que todos o0s
animais sao normais?

Tém-se varios quadrados iguais e
também varios triangulos iguais.
Se  destes tomarmos  dois
triangulos e quatro quadrados, a
soma das suas areas sera igual a
784 cmz, j& se tomarmos apenas
um triangulo e dois quadrados, a
soma das suas areas sera igual a
392 cm2. Qual é a area de cada
um destes triangulos e quadrados?
A soma de dois nimeros € 530 e a
diferenca entre eles é 178. Quais
s80 estes nimeros?

Respostas do Mdédulo 2

Secdo 1.1. Exercicio 1:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)
i)
)
K)

x=2
x=—-2
x=1
x=25
x=0
x=-2
9
X = —
8
5
X ==
6
x=6
x=4
S={}
19
X =—
4
23
X ==
32
ﬁ
S={}
S={}
S={}
451
X =—

Secdo 1.2 Exercicio 1:

a)
b)

c)
d)

e)
f)
g)
h)
i)
)

x =12
x ={1;6}
x ={—-4;7}

4
x =42

x =43

x = {03}

x = {0; —4}

x = 0, trata-se de uma equacéo de 1°
grau

Secdo 1.2. Exercicio 2 — Letrab

Secdo 1.2. Exercicio 3:
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a) x =1{0;15}
35
b) x={0;%}
C) x1 = xZ = 0
Secdo 1.2. Exercicio 4 — Letrae
Secdo 1.2. Exercicio 5 - Letrac

Secédo 1.2. Exercicio 6 — Letrad
Secdo 1.2. Exercicio 7 — Letra b

Secédo 1.2. Exercicio 8:

a) x ={0;3}
b) x = {0; 4}
C) x=i5;i
d x=45

Secdo 1.2. Exercicio 9 — Letrae

Secao 2.3. Exercicio 10:

a) xzig
b) x =+2
¢) x=+iv6

Sec¢édo 1.2. Exercicio 11 — Letrad
Secéo 1.2. Exercicio 12 — Letra b
Secdo 1.2. Exercicio 13— Letra b
Secdo 1.2. Exercicio 14 — Letrad

Secédo 1.2. Exercicio 15:

a) x1:x2:6

b) x;, =x,=2
c) x=1{1,3}
—22
d) X =

5
e) X=—;
) x==14

Secdo 1.3. Exercicio 1 — Letrac
Secdo 1.3. Exercicio 2 — Letraa
Secdo 1.3. Exercicio 3 - Letraa

Secdo 1.3. Exercicio 4 — Letrae

Secdo 1.3. Exercicio 5:

Secédo 1.4. Exercicio 1:

a) x=16
b) x =4
c) x=3
d) x ={9;25}

e) x={>(1+5V2);2(1-5v2)}
f) x={-5;8}

17

9 x=2

4

h) x=0

Secao 2. Exercicio 1:

a) Coef-» —1; p.l.> x3y°
b) Coef- 18; p.l.— x°
c) Coef-» —-8; p.l.- x
d) Coef- —-7; p.l.»> y*
e) Coef- 2; p.l.- a®b?
f) Coef- —g; p.l.> x7

Secéo 2. Exercicio 2:

a) 121a?x®

b) —5a*d~2

c) 4a?—10ab +5

d) 5ab?—9a’b +5

e) 6x2y3 —4x3y+3x%y+7

f) 5a?b3+ 2a3b + 3a

g) —3x%y —5x%y?2 -2

h) 7mp? —m?p + 3

i) 21a3x3—12a%x? — 3a3x + 6a’x

i) 3x3—2x%y —x*y~1 + 5xy?

k) 18x% — 39x + 20

I) 6a3b? + 4a%b3 — 14a3b® — 9a?b —
6ab? + 21a®b?

m) m®> —2m* + 2m3 —2m? + 2m -1

Secdo 3. Exercicio 1:
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b)

d) xE(—oo;O)U(?;oo)
e) 3<x<3

f) x € (—o0;1) U (2;)
9) —1Sx£%

h) x € (—o0; —3) U (2; )
) x€(—14;—4)

) xe (-5 u(Fim)
k) xe(—oo;—g)u(—l;Z)

Secdo 4. Exercicio 1:

a) x=6; y=3

23 5
b) x=7y=3
c) x=4 y=-3
d x=-2 y=-1
e) x=5 y=7
) x=1 y=2
g x=2 y=-4
hy x=6 y=15

Secao 4. Exercicio 2:

a) Na geladeira de Ana ha 8 garrafas de
e 1500 ml e 5 garrafas de 600 ml.

O valor unitario do refrigerante é R$2,00

e 0 da coxinha é R$2,50.

8 embalagens de 400 g precisam ser

retiradas para que o0 nimero destas

embalagens seja 0 mesmo que o ndmero

das embalagens de 500 g.

Este jogador possui 5 fichas com duas

figuras e 3 fichas com quatro figuras.

N&o € possivel calcular o nimero de

cavalos, pois estamos diante de um

sistema impossivel.

Os dados fornecidos nos levam a um

sistema indeterminado que possui uma

infinidade de solugdes.

g)

Os nUimeros sdo 354 e 176.
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Modulo 3: Funcdes

Antes de dar uma definicdo formal de
funcdo mostram-se necessarias outras duas
definicOes, a saber, a de produto cartesiano e
a de relacéo entre dois conjuntos.

De acordo com [1], temos a definicdo de
produto cartesiano:

Produto Cartesiano: Sejam A e B conjuntos
diferentes do vazio. Chama-se produto
cartesiano de A por B, e indica-se por AQ B,
0 conjunto cujos elementos sdo todos 0s
pares ordenados (x,y), tais que xe A e

y € B, ou seja:

A®B={(x,y)|xe Aey e B}

Também na mesma referéncia,
encontramos uma boa definicdo de relacéo
entre dois conjuntos:

Relacdo entre dois conjuntos: Dados dois
conjuntos A e B, chama-se relacéo R de A em
B todo subconjunto do produto cartesiano
A®B.

Finalmente estamos aptos a definir de
maneira precisa o que é uma funcgdo, segundo
as palavras encontradas na referéncia [1]:

Funcéo: Sejam A e B conjuntos diferentes do
vazio. Uma relacéo f de A em B é funcéo se, e
somente se, todo elemento de A estiver
associado, através de f, a um Unico elemento
de B.

Vamos explorar um pouco estas defini¢des
através de exemplos.
Exemplo 1- produto cartesiano:

Sejam os conjuntos A={1,2,3} e
B={4,5,6}, entdo o produto cartesiano A& B
é dado por:

A®B ={(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5),(2,6),
(3.4),(3,5).(3,6)}

Exemplo 2 — relacdo entre dois conjuntos:

Sejam 0s mesmos conjuntos A e B do
exemplo 1. Seja a relacdo R dada por:

R={(x,y) e A®B|y=2x}.

Neste caso, 0 subconjunto dado pela
relacdo R é formado pelos elementos:

R={(24),(36)}

Aqui cabem mais quatro defini¢des:

a) Dominio [1]: o conjunto formado pelos
primeiros elementos dos pares ordenados
de uma relagdo R entre dois conjuntos.
Representamos este conjunto por Dom(R)

No exemplo 2 temos Dom(R) ={2,3}.

b) Imagem [1]: o conjunto formado pelos
segundos elementos dos pares ordenados
de uma relagdo R entre dois conjuntos.
Representamos este conjunto por Im(R).

No exemplo 2 temos Im(R) ={4,6}.

c) Conjunto _de partida: o conjunto que
contém ou € igual ao Dominio de uma
relacéo R entre dois conjuntos.

No exemplo 2 temos A sendo o conjunto
de partida da relagéo R.

d) Conjunto de chegada (contradominio): o
conjunto que contém ou é igual a imagem
de uma relacéo R entre dois conjuntos.

No exemplo 2 temos B sendo o conjunto
de chegada, ou contradominio, da relacéo
R.

Note que R do exemplo 2 ndo € uma fungéo
de A em B pois o elemento 1 do conjunto de
partida A ndo possui imagem no conjunto de
chegada B.

Exemplo 3 — funcéo:

Sejam o0s conjuntos A={1,2,34} e
B={1,4,9,16,25} e a relacdo R dada por:

R={(x,y)e A®B|y=x"}
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Neste caso a relacdo R de fato é uma funcéo,
pois todo elemento de A possui uma Unica
imagem em B.

O conjunto R é dado por:

R={(1,1),(2,4),(3,9),(4,16)}

Note que ele é apenas um subconjunto de
A®B, como especifica a definicdo de
relacdo. Ainda, devemos perceber que o
dominio coincide com o conjunto de partida e
que a imagem esta contida no contradominio,

sendo, portanto, menor que este em
quantidade de elementos.
Exemplo 4:

Sejam os conjuntos: A={1,4,9} e B={-3,
-2,-1,1,2,3}. Seja também a relacdo R dada
por:

R={(x,y)c A®B|y==/x}

Neste caso R ndo é uma funcdo de A em B,
porque cada elemento de A, o conjunto de
partida, esta associado por meio de R a dois
elementos de B.

Em geral trabalha-se com funcbes cujo
dominio e contradominio sdo compostos pelo
inteiro corpo dos nUmeros reais. A imagem
acaba sendo um conjunto menor ou igual ao
contradominio.

Exemplo 5:

Seja A=B=R (0 conjunto dos numeros
reais). Seja a relagéo R dada por:

R={(x,y)e A®B|y=x}

Vemos que a relacdo dada de fato € uma
fungéo, pois todo elemento de A possui uma
Unica imagem em B. Notamos também que,
embora o dominio e o conjunto de partida
coincidam (e sempre devem coincidir para
que a relagdo R seja uma funcgdo) a imagem
esta contida no contradominio. Isto acontece
freqlientemente.

Vejamos o comportamento do dominio de
algumas funcbes que nos ajudardo a
interpretar também as equacdes da Fisica.

1. Qual o dominio da funcdo dada por
y=x"-10x+47?

O dominio é o conjunto de todos os
nimeros X reais para 0s quais € possivel
realizar as operacdes indicadas. No caso,
poténcia (x?), produto (10x), soma e
subtracdo podem ser realizadas para
quaisquer numeros reais.

Assim, o dominio da funcdo dada por
y=x>-10x+4 ¢é o conjunto dos nimeros

reais D=R.

2. Qual o dominio a funcdo dada por

10,

2X—8

O dominio é o conjunto de todos os
nimeros X reais para 0s quais € possivel
realizar as operacOes indicadas. No caso, a
Unica restricdo é a divisdo, que ndo esta
definida quando o divisor € zero.

Devemos ter entdo: 2x—-8=0 ou x # 4.

Assim, o dominio da funcdo, dada por

=5 g’ é 0 conjunto dos nimeros reais
X_

menos 0 numero 4 ou podemos ainda
escrever D =R - {4}.

3. Qual o dominio a funcdo dada por
1

X-5

?

y:

Neste caso, devemos ter:

v" Xx—5>0, para que exista vVX—5, ou
seja, devemos ter X >5.

. 1
v x-5=%0, para que exista Nk
Entdo, devemos ter Xx—5#0=x#5.

Das duas condi¢bes acima vemos que a
solucdo é valida para x >5.

33



Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica
Curso de Inverno de Matematica Basica - 2013

Logo, o dominio da funcdo dada por

1
y_\/x—S

é 0 conjunto D = {x e R|x > 5}.

1. Gréficos

Se desenharmos duas retas
perpendiculares entre si e dermos a elas uma
escala apropriada construimos um sistema de
coordenadas cartesiano ortogonal. Por
comodidade orienta-se uma das retas
horizontalmente no papel e a outra, como
conseqiiéncia da ortogonalidade a primeira,
estard orientada verticalmente. Chamaremos
0 eixo horizontal de abscissa e o vertical de
ordenada.

Se representarmos cada par ordenado (x,y)
de uma relacdo entre dois conjuntos no plano
cartesiano estaremos construindo o grafico da
relacdo em questao.

Exemplo 6:

Sejam o0s conjuntos A e B e a relacdo
R={(x,y) € AxB | y= x’}. A representacio
grafica de R é dada pela figura abaixo, onde
restringimos o dominio ao intervalo [-3,3] e 0
contradominio ao intervalo [0,9]:

A apresentacdo grafica serd sempre uma
reta paralela ao eixo do x, passando por
y = k.

O dominio da funcéo f(x) = ké D(f) =
R.

O conjunto imagem € o0 conjunto unitario

Im(f) = {k}.

Exemplo 7:
a) f(x) =2
AY
2
X
b) f(x) =-3

3. Funcgéo do primeiro grau

2. Funcgédo Constante

E toda funcdo do tipo f(x) =k que
associa a qualquer ndmero real um mesmo
numero real.

Funcdo do primeiro grau é toda fungéo que
associa a cada numero real x o namero real
ax + b, a# 0. Os nimeros reais a e b sao
chamados, respectivamente, de coeficiente
angular e coeficiente linear. O par (0,b), é a
intersec¢do da reta y = ax + b com o eixo vy,
ou seja, b indica a distancia do ponto (0,b) a
origem do sistema de coordenadas.

Quando a > 0 a funcdo f(x) = ax +
b é crescente, isto é, a medida que x cresce
f(x) também cresce. Quando a < 0 a
funcdo f(x) = ax + b é decrescente: a
medida que x cresce f(x) decresce.

O gréfico da funcdo f(x) = ax + b é
uma reta ndo paralela aos eixos coordenados
sea = 0.

O dominio de f(x) =ax+ b &

D(f) = R

34



Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica
Curso de Inverno de Matematica Basica - 2013

-~

_ cateto oposto  y—b
cateto adjacente X

=a, pois

y=ax+b:>y—b=ax:>a=y—_b
X

AimagemdeféIm(f) = R

v' Se a = 0 entdo a funcdo f(x) = b é uma
fungdo constante.

v Se b = 0 entdo temos f(x) = ax. Trata-se
de um conjunto de retas com inclinacdo
a, todas passando na origem (0,0).

Considerando a figura abaixo com a
inclinagdo o« :

Observe que:

v se90° < @< 180° ou 270° < a < 360°
entdo tg € negativa e, portanto a é
negativo.

v se 0 < < 90° ou 180° < a < 270°
entdo tga € positiva e portanto a é
positivo.

Exemplo 8:

a) f(x) = 2x + 3 € uma funcdo de
primeiro grau crescente porque
a> 0.

53
XV

b) f(x) = 2x + 20, é uma funcdo de
primeiro grau crescente  porque
a> 0.

c) y =3 -2x é uma funcdo de primeiro
grau decrescente porque a < 0.

d) f(x) = -3x é uma funcdo de primeiro
grau decrescente porque a < 0.

3.1 Aplicacdo em Fisica

O Movimento Retilineo Uniforme

E o movimento mais simples da
cinemética. Recebe o nome retilineo por
considerar apenas trajetorias sobre linhas
retas. E dito uniforme por possuir velocidade
constante, ou seja, distancias iguais Ssdo
percorridas em intervalos de tempo iguais.

Dizer que a velocidade é constante
significa dizer que ela ndo varia com o tempo,
ndo muda em um intervalo de tempo
consideravel. Uma vez que a velocidade é
constante, a aceleragéo, que trata da variagédo
da velocidade é nula.

Como a velocidade ¢é constante, a
velocidade instantanea é igual a velocidade
média (Vm = V). Se 0 movel partir de uma
posicdo inicial e se movimentar com uma
velocidade v durante um tempo t, tem-se, a
equacdo horaria do movimento retilineo
uniforme:

S(t)=58,+v.t
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Diagrama Horario Das Posices

Movimento retilineo uniforme: o grafico
abaixo apresenta retas (equacgdes do 1° grau).
Este grafico mostra como varia a posicao de
um movel durante o seu movimento.

v Retas inclinadas ascendentes indicam
um movimento progressivo.

v’ Retas inclinadas descendentes indicam
um movimento retrégrado.

v" Retas horizontais indicam que o corpo
esta em repouso.

Propriedade: a inclinacdo das retas deste
grafico representa a velocidade do mével.

dim) &

¥

0 t=)

Velocidade versus tempo
r

v

V=0

L4

Movimenio Prgressivoe

V=0

Movimento Retrégrado T

4. Fungdo Quadratica

A fungdo f: R — R definida por f(x) =
ax®>+ bx + ¢, a # 0 é chamada fungdo de
2° grau ou fungdo quadratica. Seu dominio €
D(f) = R.

O grafico de uma funcdo quadratica € uma

pardbola com eixo de simetria paralelo ao
eixo dos y. Se o coeficiente de x? for positivo
(a > 0), a pardbola tem a concavidade
voltada para cima. Se a < 0, a parabola tem
a concavidade voltada para baixo. A
intersecdo do eixo de simetria com a parébola
€ um ponto chamado vértice. A intersecdo da
parabola com o eixo dos x define os zeros da
funcdo.

4.1 Zeros (ou raizes) de uma funcéo do 2°
Grau

Denominam-se zeros ou raizes de uma
funcdo quadratica os valores de x que anulam
a funcdo, ou seja, que tornam f(x) = 0. Em
termos de representacdo grafica, sdo as
abscissas dos pontos onde a parabola corta o
eixo x. Denomina-se equacao do 2° grau com
uma variavel toda equacio da forma ax® + bx
+ ¢ =0, onde x é a variavel e a, b, ¢ reais
coma#0.

Observagéo: ¢ é a ordenada do ponto (0,
c), onde a parabola corta o eixo y.

Resolver uma  equacdo  significa
determinar o conjunto solucdo (ou conjunto
verdade) dessa equacdo. Para a resolucdo das
equacdes do 2° grau, utilizamos a Férmula
Resolutiva ou Formula de Bhéaskara dada
abaixo:

—b++A
X=—

, onde A=Db’-4ac
2a

Se A >0 temos raizes reais;

Se A< 0, ndo temos raizes reais, mas sim
raizes complexas.

Exemplo 9:

1. Dada a fungéo f(x) = x2 - 6x +5, calcular
0s zeros desta fungéo.
1° passo: Primeiramente devemos identificar
os coeficientes:
a=1 b=-6 c=5
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2° passo: Calcular A:

A =b? —4ac
=(-6)> -4-1-5
=16

4° passo: Como o resultado foi positivo,
vamos obter os valores x solucéo:

—b+A
X=——no
2a
_—(-6)£+16

2-1
5
1

50 passo: Conjunto Solugdo S={1,5}.

2. Determine as soluges de:
X2-8x+16=0
Novamente identificam-se os coeficientes:
a=1 b=-8 c=16

Entdo obtemos A:

A=b?-4ac
=(-8)2-4-1-16
=0

E finalmente as solucdes:

L_—bEVA _ (80 _,
2a 2-1
Logo, a solugdo sera S={4}

3. Determine (se existirem) as raizes da
funcéo f(x)= x2 - 2x+20
Identificar os coeficientes:
a=1 b=-2 ¢c=20
Calcular A:
A =b*-4ac
=4-80
=-76
Logo, quando o A (discriminante) € um

nimero negativo, ndo existe solucdo no
conjunto dos nimeros reais. Veja:

(_—bEJA _4:J-76
2a 2

Ops!? Raiz quadrada de numero
negativo ndo é real!

A solucdo é S =¢, chamada solucdo
vazia ou nula.

Dada uma funcdo quadratica qualquer
y = ax* + bx + ¢,coma # 0, usando a
técnica de completar os quadrados, podemos
facilmente escrevé-la na forma

y = a(x- xv)z + W

A
YW= —7

4a

sendo (Xy, Yv) O Vértice da parabola.
Neste caso o eixo de simetria € dado por X
= XV-

Deducéo

Seja ax? + bx +c, isolando a temos:

h ¢
ax’+bx+c=al X' +—Xx+—
a a

b) b’
=a X+—| ——+¢
( 2aj 4a
( bjz b7 +dac
=a X+—
2a 4a
=a(x-x)" +Y,
Onde,
b A
Xy T 2a € W= T ia
Exemplo 10:

A parébola dada por y = x*- 6x + 5
pode ser escrita como:

y=(x-3)° -4

O vértice da parabola é (X, Vy) =
(3,- 4) eoceixodesimetriaéx = 3.
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4.2 Valor maximo e valor minimo da
funcéo do 2° Grau

Examinando os gréaficos abaixo, observa-
se que:

x A
v Se a>0 entdo y, =—— ¢ o valor
4a
minimo da func&o;
x A
v Se a<0 entdo y, =—— € o valor
da
méaximo da funcéo.
I 3 A
y y
\ y
yD X
N v

Podemos encontrar 0s maximos e minimos
desta maneira para uma funcdo de segundo
grau.

4.3 Aplicacdo em Fisica

A funcdo do 2° grau estd presente em
inimeras situagdes cotidianas. Na Fisica ela
possui um papel importante na analise dos
movimentos uniformemente variados (MUV),
pois em razdo da aceleragdo, 0s corpos variam
tanto sua posicdo quanto sua velocidade em
funcdo do tempo. A expressdo que relaciona o
espaco em funcdo do tempo é dada pela
expressao:

S=S5, +v0t+%at2

onde a é a aceleragdo, S, € a posicéo inicial e
V, é a velocidade inicial.

Exemplo 11:

a) Um movel realiza um MUV obedecendo a
fungdio S = 2t° - 18t + 36, sendo S medido
em metros e t em segundos. Em que instante
0 mével muda o sentido de seu movimento?

Resolugdo: A equacdo do movimento é do
segundo grau, entdo ela descreve uma pardbola
concava (a = 2, a > 0). A mudanca de sentido
de movimentagdo do movel se dara no
momento em que ele atingir o ponto minimo da
parébola. Observe a ilustragdo do movimento
do mdvel abaixo (gréafico de S versus t):

{ t
\ g

Devemos calcular o ponto minimo da parabola
(minimo valor da posicao), dado por:
b (—18) 18

=——=—-——=—=4
b="% 22~z b

b) Um canhéo atira um projétil, descrevendo a
funcdo s = -9t* + 120t, sendo s em metros e t
em segundos. Calcule o ponto maximo de
altura atingida pelo projétil. (Veja o grafico
de S versus t para este caso).

Resolugdo: A fungdo do movimento do projétil
descreve uma parabola convexa (a = -9, a < 0).
O ponto maximo da pardbola serd a altura
méxima atingida pelo projétil.

/ \
t .

Ponto maximo:

A [(120)2 - 4.(=9).0]
B 4.(=9)

v _E -
14400

v=""3q = 400m

5. Fungdo Modulo

O mddulo, ou valor absoluto (representado
matematicamente como |x|) de um nudmero
real x é o valor numérico de x
desconsiderando seu sinal. Est4 associado a
ideia de distancia de um ponto até sua origem
(o zero), ou seja, a sua magnitude.
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A funcédo definida por y = |x| chama-se
fungdo mddulo. O seu dominio € o conjunto
D(f) = R e o conjunto imagem é Im(f) =
[0, o0). Entdo, da definicdo de mddulo, dado
um numero real X, o modulo (ou valor
absoluto) de x, que se indica por | x |, €
definido por:

X, sex>0
|X|: -X,5ex<0

O significado destas sentencgas é:
i. 0 modulo de um nUmero real ndo
negativo € o préprio numero.
ii. i) o modulo de um ndmero real
negativo é o oposto do nimero.

Entéo,
v’ se X é positivo ou zero, | x | € igual a x.

|3|=3
v’ se X é negativo, | x | é igual a -X.
-3]=-(3)=3
Exemplo 12:
1. Dada a funcéo f(x) = |2x — 8|, calcular:
a) f(5)=125-8|=1]10-8|=12| =2

b) f(-4) = [2.(-4) - 8| = |- 8- 8| =|-16| =
16

1. Resolver a equagdo | x*-5x | = 6.
Resolugdo: Temos que analisar dois casos:

caso 1: X°-5x = 6
caso 2: X°-5x = -6

Resolvendo o caso 1:
X°-5x-6 =0 => x'=6ex’'=-1.
Resolvendo o caso 2:

X>-5x+6 =0 => x’'=3 ex’’=2.
Resposta: S={-1,2,3,6}

2. Resolver a equacéo | x-6 | = | 3-2x|.

Resolucdo: Temos que analisar dois casos:

caso 1. x-6 = 3-2x
caso 2: x-6 =-(3-2x)

Resolvendo o caso 1:

X-6 = 3-2x =2 Xx+2x =346
3x=9 2 x=3

Resolvendo o caso 2:
X-6 = -(3-2x) 2> x-2x = -3+6
-X=32 x=-3

Resposta: S={-3,3}

Grafico

O gréfico de f(x) = |x| é semelhante ao
grafico de f(x) = x, sendo que a parte negativa
do grafico sera “refletida” em relagdo ao eixo
horizontal, para valores positivos de f(x).

Um outro exemplo para funcdo modular,
seria a fungdo modular do segundo grau,
sendo f(x) = |x* — 4], assim:

X2 —4, se|x[>2
—X“+4,se|x|<2

Assim temos o grafico:

101

6
5

fix)=x2-4 %
1
S S S — —
7 6 -5 -4 3 A "'
A o
-2
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Passos

Para construir o grafico da fungcdo modular
procedemos assim:

1° passo: construimos o gréfico da fungédo
onde f(x)>0

2° passo: onde a funcdo € negativa,
construimos o gréfico de — f(x) (“rebate” para
o0 outro lado na vertical).

3° passo: une-se os graficos

Exemplo 13:
1. f(x) = x|

2. f(x) = |x —2| (desloca o grafico acima 2
unidades para a direita)

6. Inequagdes modulares

Uma inequacdo serd identificada como
modular se dentro do mddulo tiver uma
expressao com uma ou mais incognitas, veja
alguns exemplos de inequagdes modulares:

IX| >5
IX| <5
X —3|>2

Ao resolvermos uma inequacdo modular
buscamos encontrar os possiveis valores que
a incognita deverd assumir, que tornam
verdadeira a inequacdo, e as condigcbes de
existéncia de um modulo.

Condicdo de existéncia de um mddulo,
considerando k um namero real positivo:

v Se x| <kentdo, -k <x<Kk
v Se x| >kentdo, x<-koux>k

Para compreender melhor a resolucdo de
inequacbes modulares veja 0s exemplos
abaixo:

Exemplo 14: x| <6

Utilizando a seguinte definigdo: se [x] < k
entdo, — k < x <k, temos que:

-6<x<6

o

—6
—0
_. '_
—6 6
S={xCR/-6<x<6)

Exemplo 15:
X-7|<2

Utilizando a seguinte definicdo: se [x| < k
entdo, — k < x <k, temos que:
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_2<Xx-T7<2
_24+T7<X<2+7
5<x<9
9
5 L O
_ A
5 9

S={X€ER/5<x<9}
Exemplo 16:
X2 —-5x|>6
Precisamos verificar as duas condices:

IX| > k entdo, x < -k ou x>k
IX| < kentdo, -k <x <k

Fazendo |x| > k entdo, x <—k ou x >k

X2—-5x>6
X2-5x-6>0

Aplicando Bhaskara temos:
xX’=6
x’=-1
X>60u x<-1
Fazendo |x| < k entdo, —k < x <k

X2-bx< -6
X2-5x+6<0

Aplicando Bhéaskara temos:
x’=3
x?=2

Pela propriedade
X>2

X<3

S={x€R/x<-1ou2<x<30ux> 6}

o, ai,..., & SA0 numeros reais chamados
coeficientes e n, inteiro ndo negativo,
determinam o grau da funcéo.

O gréfico de uma fungéo polinomial € uma
curva que pode apresentar pontos de
méximos e de minimos. Seu dominio é
sempre 0 conjunto dos Reais.

Exemplo 17:

1. A funcdo constante f(x) = k é uma
fungéo polinomial de grau zero.

2. Afuncéo f(x) = ax + b,a # 0 é uma
fungéo polinomial de primeiro grau.

3. A fungdo quadritica f(x) = ax? +
bx + c,a # 0 é uma fungdo polinomial
de segundo grau.

4, A funcdo f(x) = x3 é uma funcio
polinomial cubica.

5. A fungdo f(x) = 5x°-6x + 7 é uma
funcéo polinomial de quinto grau.

8. Funcao Exponencial

7. Fungédo Polinomial

E a funcdo f: R — R definida por f(x) =
apx™ + a;x"+...+ a,_;x+a, em que

As funcdes exponenciais sdo da forma
f (x) =a”, estas funcBes possuem este nome,
pois a variavel X estd no expoente.

Na funcdo f(x)=a", a é a base da
funcdo, onde O<a=#1.

Este tipo de funcdo possui como dominio
D(f)=(—o,0)="R e respectiva imagem

Im(f)=(0,00) =R

Propriedades da Exponenciacdo: se a e b
forem ndmeros positivos e X e Y, nimeros

reais quaisquer, entao:

ax X ay — a(x+y) ax - ay — a(x_y)
(ax)y =aXy aXXbX :(ab)x

a’=1 at=a
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Existe uma importantissima constante
matematica definida por

£=2,71828182845904523...

A funcdo exponencial de base e f(x)=¢€"
é chamada de funcdo exponencial natural.

Exemplo:

a) 23 % 28 — 2(3+8) — 211
b) 39 +35 — 3(975) — 34
C) (44)6 — 4(4><6) — 424
d) 22x32=(2x3)? =6

Gréficos da Funcéo Exponencial

Os gréficos das funcdes exponenciais
podem ser do tipo crescente ou decrescente,
isso dependera exclusivamente do valor da
base a.
Observe as figuras a seguir:

(@) Funcéo exponencial crescente

f=4d _-" ax>1

o A funcéo sera crescente sea >1.
A funcéo corta o eixo das ordenadas
no ponto (0,1).

o Possui dominio D(f)=%R e imagem

Im(f)=%R".

(b) Funcgéo exponencial decrescente

D<a<l r f)=a*

o A funcdo sera decrescente se
O<axl.

o A funcdo corta o eixo das ordenadas
no ponto (0,1).

o Possui dominio D(f) =R e Imagem
Im(f)=9R.

A partir dos gréaficos da funcdo f(x)=a*
visto acima podemos afirmar:

1. A curva esta toda acima do eixo das
abcissas, pois f(x)=a*>0 para
todo x e R.

2. A funcéo corta o0 eixo das ordenadas
no ponto (0,1).

3. A funcdo serd crescente se a>1
a=1 e decrescente se O <a<1.

Exemplos de gréficos:

a) f(x)=3"

f=3 ¥

b) f(x) =0.3"
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y fx)=03

Repare no gréafico abaixo para a funcéo
f (x) =a* em varias bases como a abertura

das curvas varia em relacdo ao eixo das
ordenadas de acordo com o valor da base a.

Funcdes exponenciais e suas aplicacoes:

O estudo das fungdes exponenciais se faz
necessarios, pois estas fungbes ocorrem
frequentemente em modelos matematicos que
descrevem a natureza, economia e sociedade,
entre outros.

9. Composicao de Funcdes

Composicgdo de funcBes é uma maneira de
combinar funcbes para que estas gerem uma
nova funcdo, denotada por (fog)(x) ou

f(9(x).-

Defini¢do: Dadas duas funcbes f e g, a
composicdo de f com g é definida por:

(fog)(x) = T(9(x))

O dominio da funcdo composta
compreende o conjunto de todos os pontos X
no dominio de g tal que sua imagem g(x)

estd no dominiode f .
Simbolicamente isto significa:
D(f2g)(X)={xeD(g)/ g(x) e D(f)}
Exemplo:

1) Se f(x)=x*e g(x)=x-3, encontre a
fungdo composta (f og)(x) e (go f)(X).

(fog)(x)=f(g(x)=(x-3)°
(9o F)()=9(f(x)=x"-3

Note que o resultado de (fog)(x) e
(go f)(x) sdo diferentes, logo (fog)(x) e
(g o f)(x) ndo sdo necessariamente a mesma
funcéo.

2) Se f(x)=\/; e g(x) =+/2—x, encontre
a composicdo (f o g)(x), (f o f)(x) e seus
respectivos dominios.

(fog)(X)=f(g(x))=v~v2-x =3/2-X
O dominio de D(f o g)(x) = (—=,2].

(fo £)(9)=f(f(9)=vx =4/x
O dominio de D(f o f)(x) =[0,).

3) Se f(x)=i, gxX)=x* e
x+1
h(x) = x -3, faca a composicao
(fegeh)(x).
B B (X_3)10
(fegeh)(x)= f(sil(h(X)))——(x_?))10+1
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10. Funcéo Inversa

Em muitas ocasides quando estudamos
uma fungéo do tipo y = f (x) , nos deparamos

com a necessidade de estuda-la como sendo
uma funcéo do tipo x = f(y) . Essa funcéo é

chamada de funcéo inversa de e denotada por
ft.

Exemplo:

Fungéo Inversa
D =X Fi(x)=x2
2) f(x)=x-2 fH(x)=x+2

3 fx)=x*-9
4)  f(x)=2x-5

f1(x)=¥x+9
fl(x):%(x+5)

Ndo sdo todas as funcbes que
possuem inversas, para que uma funcdo
y = f(x) admita uma inversa, a funcdo f
nunca podera assumir duas vezes 0 mesmo
valor para dois valores diferentes de X, ou
seja:

F(x)# f(x)

Exemplo:

1) Afungdo g(x) = x> ndo é invertivel, pois:

9(-2)=4 e g(2)=4
9(-2)=9(2)

A fungdo g(x)=x*> com dominio
D(f)=%R ndo possui inversa, pois nao &
uma funcdo um a um, porém se seu dominio
for restringido para apenas
D(f)=R, ou D(f)=%R_ sera
invertivel, pois ela se torna uma fungdo um a
um.

D) A fungdo f(x)=x®é uma funcéo invertivel,

pois:

X, # X,
FO4) = 1(x,)

¥

44



Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica
Curso de Inverno de Matematica Basica - 2013

Dominio e Imagem de uma Funcéo Inversa

Seja funcéo invertivel qualquer f com
dominio D(f)= A e imagem Im(f)=B, a
dominio D(f™)=B e
imagem Im(f ™) =A.

sua inversa terd

Dominiode f =Imagemde f*
Imagem de f =Dominiode f*

11. Funcé&o Logaritmica

A funcéo logaritmica € a funcdo inversa da
fungdo exponencial e é denotada por log, . A

fungdo exponencial permite uma inversa se
sua base a estiver no intervalo a>0 e for
a=l.

a’ =x S log, x=y

A fungdo logaritmica possui dominio
D(f)=(0,0) =R e imagem Im(f)=9R.
Repare que o dominio da fungdo logaritmica
ndo estd definido no ponto x=0 e nos

X=R_.
Propriedades do Logaritmo:

log,(@")=x, VxeR

a°%* = x, Vx>0

Para X e Y positivos e r um numero real.

1) log,(xy)=log, x+log,y
2) IOga(%JZIOgaX_IOgay

3) log,(x")=rlog, x
4) log,(1)=0

Por conveniéncia lugares usa-se o0
logaritmo natural de base €, log, =In, para

representar a funcgdo logaritmica.

Exemplo:

Usando as leis e propriedades acima
vamos reescrever as fungdes abaixo de outra
maneira.

1) Desacople as funcdes abaixo:
32 2°
a) Ing(I) = Ing(?) =log,(2°) =3

b) log,3x=log,3+log, x=1+log, x

c) Iog{%) =log, x—log; y

d) In(%} =In(e*) -In(5) = 2xIn(e) - In(5)

=2Xx—In(5)
e) In(5e'°) =In(5)+In(e'®) = In(5) +10In(e)
—~In(5)+10

f) |n[ezx _16j — In(e?* —16) — In(e* — 4)

e’ -4
=In(e* +4) +In(e* —4) — In(e* — 4)
=In(e* +4)

2) Combine as funcdes abaixo:

2
a) log,(x*-16)—log,(x%) = |og2(xx—_316J

b) log,,x+log,,(x—1) =log,,(X(x—1))
1
) Ina—%lnbzlna—lnbzzln(i)

Jb
d 2 IOglo(X) +3|Oglo(y) = IOglo(Xz) + Ioglo(y3)
=logy, (x*y?)

3) Encontre o valor de x nas equagdes:

a) 2X+l — 3
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log, 2** = log, 3
X+1=1log,3
x=log,3-1

b) In(2x—2)—In(x) =3

In(Zx—ZJ _3
X

eln[ZXX—ZJ _ e3

X

2x — 2 = xe®

Mudanca de base no Logaritmo

Em algumas situacdes nos deparamos com
a necessidade de calcular o logaritmo em
algumas bases especificas. Essa técnica
permite  vocé manipular sua funcdo
logaritmica para deixa-la em funcdo de uma
base desejada.

Para encontrar um logaritmo com uma
base b desejada usando qualquer outra base
a temos:

log, (x)

log, (x) = log..(b)

Demonstracéo:

Seja uma funcdo exponencial do tipo X =b*
entdo:

x=b" < log, x=k
x=b“ < log, x=klog,b
Assim

K= log, x
log, b

Substituindo respectivamente o valor de k
temos:

log, ()

log., (b)

log,, (x) =

Exemplo:

1) Calcular o logg10 em relagédo ao
logaritmo natural e ao de base 10:

l0g, (10) = 'frf(lgo))
IOgS(].O) — Iﬁ)gglo (2'8(;)

Gréficos da Funcdo Logaritmica

Com relacdo aos graficos da funcdo
logaritmica f (x)=1log, x temos que para:

(@) Para a>1

. f()=log,x a1

o A funcdo é crescente para a>1.
O gréafico esta a direita do eixo
das ordenadas.

o Corta 0 eixo das abscissas no
ponto (1,0).

o Possui dominio D(f)=%R e
imagem Im(f)="R.
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(b) Para O<a<l Simetria para a>1.
v f(x)=log, x O<a<l
\ _\

\
0 \-1'\\\ X

~_

A funcéo é decrescente para O <a <1 Simetria para 0 <a <1.
o O gréfico estd & direita do eixo das

ordenadas. ¥, 0<a<l
o Corta 0 eixo das abscissas no ponto

1,0).

o Possui dominio D(f)=®R, e
imagem Im(f)=R.

A partir dos gréficos da funcdo logaritmica
f (x) =log, x vistos acima podemos afirmar:

1. O dominio e imagem de ambos os Familia de Graficos da funcao logaritmo

graficos da fungcdo logaritmica
crescente e  decrescente  sdo
respectivamente D(f)=%R_ e
Im(f)=NR.

1) Para diversas bases de a>1.

-

f(x)=log (%) ax>1 log, x

2. Ambos os gréaficos cortam o eixo das
abscissas no ponto (1,0) .

3. Os gréaficos da funcéo
f(x)=log,(x) sdo simétricos aos

graficos da fungdo exponencial
g(x)=a" em relagdo a uma reta
y=X como pode ser observado .o . f(x)=log (%) 0<ax<l
abaixo. i\

2) Paradiversas basesde O <a<1.
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Exercicios Propostos

1. O gréafico abaixo indica a posicdo de um

maovel no decorrer do tempo, sobre uma
trajetoria retilinea. Determine: a) a
velocidade do movel. b) a funcdo horaria
s(t) do mdvel.

s(m)
F 3

90

10

0 g >i(s)

. O grafico abaixo indica a posi¢do de um
maével no decorrer do tempo, sobre uma
trajetoria retilinea. Determine: a) a
velocidade do mdvel. b) a funcdo horaria
s(t) do movel.

s(m)

80

10

0 7 " 1(s)

. Dada a fungdo f, calcule os zeros desta
funcéo, sendo:

a) fx)=x*—7x+6

b) f(x) =x*—2x+6

c) f(x) = —x*—2x—1

d f(x) =x*-3

e) f(x) =—x*+36

) fe)=x-4)7°

9) f(x) = (x+9)*

. Determinar o dominio da funcédo dada por:

a) y=-10x+4
b) y=10x+1

c) y=9-x
2
d y=—0
) Y=7"%
X—4
e) y=——
X
x—10
D y==3
g9) y=vx-5
h) y=3x-4
1
| —
)y —6x+8
N y= X+E
4
1
Ky vo—0=-
)Y N—4x+3

. Representar graficamente as fungdes

dadas por:
a) y=-10x+4

b) y=10x+4
c) y=4
d) y=—x
e) y=—-4x+4
N y="
X

g) x=9

. Encontre as raizes das seguintes funcdes

abaixo:
a) y=10x+4

b) y=x
c) y=4
d) y=—x+4
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) y=—t
10x+4
1
" y_\/—x+3
1
0) y—m

7. Represente geometricamente uma reta
que:
a) passe pelo ponto (2, 0) e que tenha
coeficiente angular igual a -2.

b) passe pelo ponto (0, 2) e que tenha
coeficiente angular igual a -2.

c) passe pelo ponto (0, —2) e que tenha
coeficiente angular igual a 2.

d) passe pelo ponto (1, 2) e que tenha
coeficiente angular igual a -1.

e) passe pelo ponto (-1, 2) e que tenha
coeficiente angular igual a 1/2.

f) passe pelo ponto (—1, 0) e que tenha
coeficiente angular igual a -1/2.

8. Obtenha as funcdes de 1° grau que passam
pelos pares de pontos abaixo:

a) (-1,2)e(2,-1)
b) (-1,0)e(3,2)
c) (3,2) e (-1,0)

9. Determine a equacdo da reta cujo grafico
esta representado abaixo:
AY

3

S

10. Determine a funcdo do 1° grau cujo
grafico passa pelo ponto (2, 3) e cujo
coeficiente linear vale 5.

v

11. Dada a fungdo y = 3x — 2, encontre 0
valor de x em que a ordenada y é o seu
dobro.

12. Dada a funcéo y = —2x + 1, encontre 0s
valores onde a reta intercepta 0s eixos x e

y.

13. Dada a funcdo y = 2/3x + 10. Encontre
os valores onde a reta intercepta 0s eixos X
ey.

14. Determine a equagdo da reta que passa

por (1,5) e tem coeficiente angular igual a
20.

15. Seja a reta dada por y = -3x + bh.
Determine o valor de b para que a reta
corte o eixo as ordenadas no ponto (0,5).

16. Dadas as funcdes f(X)=x+2 e
g(x) = x—4, encontre os valores de x para

os quais g(x)= f(x).
17. Com o objetivo de treinar as propriedades

de exponenciais ja vistas, reescreva as
funcbes abaixo usando as propriedades.

a) f(x)=2°x3  h) f(x)=5"x5"
c) f()=7"+7" 0 f(X)=22
e) f()=(7°) f) £(x)=7"x6"
9) f(x)=6°+6"  h) f(x)=e*x7?
9° )=’

) F(0=5

18. Em um mesmo grafico represente as
funcbes exponenciais a seguir.

a) f(x)=2",f(x)=15", f(x)=7".

b) f(x)=0.2" f(x)=0.7* f(x)=0.5"

f(x)=0.1"
f(x)=x+3 e

19. Seja g(x) =+/x,
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20. Encontre

21. Se

encontre;

a) (fof)X

b) (feg)(x)

) (ge f)(x)

d) (9-9)(x).

(hego f)(X), sendo
h(x)=e™, g(x)=x*, f(x)=+x

f(X)=\/; e g(xX)=+2-x,
encontre a composicdo (g o f)(x),
(g°g)(X) e seus respectivos dominios.

22. Encontre a formula da funcdo inversa

23.

24,

das funcdes abaixo:

a) y=3x+4
1
b) y=———
X—a
X+a
0 y=-—
X—a
d) yzl, x>0
X
e) y=+/x-1, x=>1
) y=—Ja-x, x<a
X2
= , x=0
9y x* +1
hy y=x*-4, x>0
Faca o gréfico das funcdes abaixo e veja
se 0S mesmo S&0 um a um.
a) f(x)=¢"
b) f(x)=16-x>
c) f(x)=—x°

d f(x)=2x+3

Através das tabelas de valores abaixo
geradas por uma funcdo qualquer
descubra se a fun¢do € um a um ou néo.
a)

f(x)

10| 25|57 8093|111

b)

X -2 -1 0 1 2

fx) | 16 | 1 | 0 | 1 | 16

25. Usando as propriedades e leis das fungdes

26.

217.

logaritmicas, reescreva as funcdes abaixo.
Desacople as fungdes abaixo:

a) log,27x°
2_
b) In(x l}
X+1
x* -1
lo
2 gz(x2+2J

d) In(x’-x)

e) log,,ax"

Combine as funcdes abaixo:
1
f) Elog2 e—3log, a

g) log,,x+nlog,,y

h) In(x+1)+In(x-1)

i) 3In(x*—=4)+Inb—In(x+1)
Encontre o valor de x:

a) Sendo Inx=5

b) Sendo log,, x :% onde a e bséo
constantes reais

¢) Sendo 3 =10

d 2%V =e

e) log,(5-2x)=-3

f) Inx—In(2x-1) =1

Em um mesmo gréafico represente as

50



Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica
Curso de Inverno de Matematica Basica - 2013

funcgdes logaritmicas a seguir:

a) f(x)=log, x g(x)=log x
h(x) = log,, X

b) f(x)=log,, x g(x) =log,s X
h(x) = log,, X

28. Calcular os logaritmos abaixo na base
natural e na base 10

a) log,(5)
b) log,(9)
0) log, (13)

Respostas do Mddulo 3

1.a) v=10m/s b) S(t) =10 + 10t

k*hkkhkkhkkhkkhhhkkhkihkhkihhkkhiihkhkiihkkhkihhkiikikiixk

2.a)v=10m/s b) S(t) =10 + 10t
*hkhkhkhkkhkkhkkhkhkkkhkkhkhkhkhhhhkhkkhkkhkkkhhhkhkhkhkikhkhkhikikk
3.a)x=1lex=6 b)leiizm
c)x=-lex=-1 d)x=+V3
e)X==6 fix=4ex=4

gx=-9ex=-9

*hkkkhkkkhhkkkhkkkhkhkkkhkkkhhkkkhkkkikkhkkhkhkkhkkhkkhkkikkik

4.3 R b) R R
d) S={x € R/ x # 6}

e)S={xe R/ x=# 0} )R
9)S={xe R/ x> 5} h)

i) S={x€R/x#}
js={xeR/Ixz -}
k) S={x € R/ x > =}

*hkkkhkkkhhkkkhkihkkhkihkkkhiihkhkkhikkhkihkkihikkhkikx

> \
104
A o5 0 ; 1 15
5
107

b)

d)

1/9/5 U 0s 15
kS
_5—
5_
457
4
357
1 os 0 os s
1.
057
L
: s 15
051
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9)

T T T T T T T
75 8,0 85 9,0 95 100 105

X

k*hkkhkkhkhkkhhkkkhihkhkihhkkhiihkhkkiihkkhihhkiihkkhkiixk

6.a)x:—§ b)x=0 c¢) Néo tem
dx=4 e) Ndotem  f) Ndo tem
g) Néo tem

k*hkkhkkhkhkkhhkkhihkkhkihhkkhiihkhkiihkkhihhkiikkiiixk

7.a)retay =-2x + 4
104
8_
6_

& Ao
R TNIN h

b) retay = -2x+2

am
o
=

C)Reta y=2x-2

g4

d) Retay=-x+3

\32

e
14

2 Uz I s
1 X

24

e)retay = ’%5
L
2
F1
a/a/ R L
1
2
f)retay = —x2—1
2
l
& 4 y 2 2
F-1
H-2
8.a)y=-x+1 b)y=’%rl
_x+1
Y=

*hkkkhkkkhkkkkhkkkhkhkkkhkhkkhhkkhkkhhkhkkkhhhkhkkhhhiikkik

9.y=-2+3 10.y=-X+5

*hkkhkkkhkkkkhkkkhhkkkhkhkkhhkhkhkkhkkhhkkhkkkihhkihkkihikiikkik

11.x=2 12.(5,0)e(0,1)

*hkkhkkkhkkkkhkkkikhkkhkkkhhkhkhkkhkhhkkhhkkhhhihhkkihikiikkik

13. (—i, 0) corta 0 eixo X e ndo intercepta o
15

eixoy.
KTEAAKXEAKXAAXRAXRAAXRAXAAAAAAAXAAXAAAXAAhhhidk
14.y =20x — 15 15.b=5

*hkkkhkkkhkkkkhkkkhhkkkhkhkkhhkhkhkkhkhkkhkkhhhkikkkihikiikkik

16. Né&o existe (retas paralelas).

*hkkhkkhkkhkkhkkkhkhkhkhkhhhhkhkkhkhkhkhkhhhiihkikhkkhkhhhkikik
17.2) 6% b) 52 ¢) 1 d) e"*e) 7% )
42*g) 6°h) (7e)2i) 92j) e®

khhkkhkkhkkhkkhkhkhkkhkhhkhkhhkhkkhkihkhkhkkhhhkkhihhkiihkiixk
a)
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b)

19.(f o f)(X)=(X+3)+3
a) (fog)(x)=(x+3)
b) (g0 f)(x)=+x+3
¢) (go9)(0)=4x

*hkkkhkkkhhkkkhkkkhhkkkhkhkkhhkkhhkkikkhkkhhkkhkkhhkkikkik

20.(hogo f)(X) =™
21.(g o f)(X) =~+/2—+/X
D(g- f)(x) =[0,4]
a) (gog)(X)=+v2—-~/2—X
D(g- f)(x) =[-2,2]

*hkkkhkhkkkhhkkkhkikhkhhkkkhkiikhkhkhhkhihkhkhikiiik

22.
—4
a) f- (X) T
b) f1(x) = 1
X
c) f~(x)= 1

d) f‘l(x)zi, x>0
X

e) fr'(X)=x*+1 x>0
f) fl'(x)=a-x* x<0
) f'(x)= 1X 0<x<l1

hy f'(X)=+x+4, x>-4

*hkhkkhkkhkkhkhkhkhkikhkhkkikikhkhkhhhhhkihhkiihiihhiixixk

23.
a) E uma funcdo um a um.

b) N&o é uma fungdo um a um.

¢) E uma fungdo umaum.

y

FIrhkkhrrkrArhkkhrrhkhrhkkhkhihkhkkhihkhiihkhiihiixx

24,
a) A funcdo é umaum.
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b) A funcdo ndo é um a um.

khhkkhkkhkkhkkhkhkhkkhkkhkhkhkkhkhhkkhkikikhhkkhkhhkhkkihkhkihkkhkiixk

25.
a) 3+2log, x b) In(x-1)
c) log,(x® —1) —log, (x* + 2)
d) Inx+In(x—-1)

e) log,, a+nlog,, x
Je
) logz( 9) logy, Xy

b(x® - 4)
X

h) In(x* —1) i) In[ 1

*hkkkhkkkhhkkkhkkkhhkkkhkhkkhhkkkhhkkikkhkkhhkkhkkhhkkikkik

a) x=e° b) x=10°

c) x:lo%# d) x=,/log,e+1

5773 e
X=—
2 D 1-2e

*hhkArhkhkhrkhkhkihhkihihkhiihhkihihhkiiikix

e) X=

27.
a)
y f()=log,x
,h_%_—/:-;(:c) =log;x
r: ;;C;x__‘_i;ﬁ h(x)=log,, x
L ,77/1 s |
| s
z‘"’ /
J L
! /

b)

AI
|

f()=log.;x

28.

100, =19 1055 120
0 15,0 19,5 - 2040

) Tog. 03 = Ir((lj)) |ogg(13)=%
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Modulo 4: Trigonometria

Trigonometria ¢ o ramo da Matematica
que trata das relagdes entre os lados e angulos
de tridngulos (poligonos com trés lados). Ao
lidar com a determinagdo de pontos e
distancias em trés dimensdes, a trigonometria
ampliou sua aplicacdo a Fisica, a Quimica e a
quase todos os ramos da Engenharia, em
especial no estudo de fendmenos periodicos
como a vibracdo do som e o fluxo de corrente
alternada.

1. Arcos e angulos

Medindo arcos de circunferéncia: A
medida do comprimento de um arco de
circunferéncia pode ser feita utilizando-se
qualquer das unidades usadas para medir seu
raio, como o metro, o centimetro, etc. No
entanto, medir o angulo subentendido por um
dado arco ndo requer o uso de unidades, ou
seja, um angulo é adimensional.

Usam-se diferentes medidas padrdo para
quantificar uma dada abertura subentendida
por um arco. Por exemplo, o que se
convencionou chamar de 1 grau de abertura
foi o arco resultante da subdivisdo de uma
circunferéncia em 360 partes iguais; ja o que
se convencionou chamar de 1 radiano foi o
arco subentendido por um comprimento
exatamente igual ao raio da circunferéncia;
chama-se de 1 grado a uma parte em 400 da
circunferéncia.  Sendo  assim,  existem
diferentes maneiras de quantificar um
determinado angulo. Adota-se nas areas de
Matematica e Fisica a unidade radiano e nas
Engenharias o grau € mais difundido.

Uma vez esclarecidas as definicbes das
diferentes escalas de medidas de angulos
(arcos  de circunferéncias)  podemos
estabelecer equivaléncias entre elas. Para este
fim, vamos definir um namero especial: .

E fato que toda circunferéncia tém um
determinado comprimento (C). E fato
também que elas possuem um didmetro (D).
Embora ndo seja de oObvia visualizagdo, um
terceiro fato € que a razdo entre a
circunferéncia e o diametro (C/D) é um
nimero constante e irracional. (Faca a
experiéncia de medir o didmetro de varias
circunferéncias distintas e seu comprimento —
use um barbante para esta Ultima medida — e
verifique se afirmacdo a respeito da razdo
C/D é verdadeira). Convencionou-se chamar
a este numero irracional de m. Assim, define-
se:

% =1 = 3,14159 ... @

Uma vez que D=2R, onde R ¢é o raio da
circunferéncia, obtemos a formula:
C = 2nR 2

que fornece o comprimento total de uma
circunferéncia.

Precisamos falar de m para estabelecer a
relacdo entre as medidas de angulos graus e
radianos. Mas ainda falta uma coisa:
descobrir a relacdo entre uma dada abertura
subentendida por um arco de circunferéncia e
0 comprimento deste arco.

Pode-se notar que dada uma abertura
qualquer 6, ela correspondera a um
comprimento S. Ao dobrarmos o angulo de
abertura, tomando 26 ao invés de 0, e
medirmos o comprimento correspondente a
esta nova abertura, obteremos a medida 2S,
ao invés do S que tinhamos antes. Triplicando
ou quadruplicando a abertura,
correspondentemente triplicamos ou
quadruplicamos o comprimento do arco.
Concluimos assim que 0 comprimento de um
arco é diretamente proporcional ao angulo
subentendido por este. Anotamos isso por:

Sx0 3)

e a igualdade é estabelecida com o uso de
uma constante k, a ser determinada:
S=kb 4)
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Na equagéo (2) vimos que o comprimento
de uma circunferéncia é dado por 2zR, sendo
R o raio da circunferéncia. Se
convencionarmos chamar de 2z 0 angulo que
compreende uma volta inteira na
circunferéncia, substituindo em (4) iremos
obter:

S=k.2n (5)
que ira fornecer diretamente o valor de k:
k=R (6)

Isso se 0 angulo foi medido em radianos.
De modo justo o leitor ira perguntar: porque
em radianos? Note que, caso k seja o prdprio
raio da circunferéncia teremos a seguinte
relacdo entre comprimento de um arco
qualquer e o angulo que 0 mesmo

subentende:

S=RO=>60== ©)

e notamos que, quando 6=1, o
comprimento S serd o préprio raio R da
circunferéncia. Mas esta € a propria definicéo
da escala de arcos radiano. Conclui-se disso
que a escala natural para medida de arcos € a
escala radiano, sendo o angulo subentendido
pela inteira circunferéncia de 2z radianos.

Caso o0 angulo @ tivesse sido dado em
graus, a constante de proporcionalidade k
teria um valor diferente. Note que neste caso
teriamos o angulo total compreendido por
uma volta completa na circunferéncia dado
por 360 graus. Consequentemente a
expressao do comprimento de um arco €:

S = k.360 (8)

que quando comparada com a equagédo (2)
fornece:

k=2ER (9)

360
que torna evidente o fato de que um grau
corresponde  exatamente a 1/360 do
comprimento  total da circunferéncia,
bastando fazer 8 = 1 na expressao (7).

Vamos estabelecer uma equivaléncia entre
escalas de angulos. Anteriormente

determinamos duas constantes de
proporcionalidade distintas para a medida do
comprimento de um arco em funcdo de um
angulo de abertura qualquer: uma constante
para 0 angulo de medida dado em graus e
outra para 0 mesmo angulo dado em radianos.
Obviamente que o comprimento do arco ndo
deve  depender da  constante  de
proporcionalidade. Essa é a observacao
crucial no estabelecimento da relagdo entre
escalas desejada, pois:

Sgraus radianos

2nR
% Qgraus = RO, qdianos

Oradianos = % egraus (10)

A relacdo acima pode ser usada para
converter uma escala na outra, radianos em
graus e vice-versa. Note que:

T
1° = @rad = 0,017453 rad

ou, equivalentemente:

o

18
1rad =

= 57,296°

Para finalizar a descricdo de arcos e
angulos cabe notar que a escala grau é
subdividida em minutos e segundos de acordo
com a seguinte correspondéncia:

1° = 60’
1" =60"
onde usamos a notagdo ‘=minuto e

“=segundo.

2. Razdes Trigonométricas

O triangulo € retangulo quando um de seus
angulos internos é reto (angulo reto= 90°).

Observe o triangulo retangulo ABC da
figura abaixo, ele possui dois angulos agudos
a e B. Nota: Angulo agudo é todo angulo
menor que 90°. Angulo obtuso é todo angulo
maior que 90°.
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E importante saber que:

a) Em relacdo ao angulo a: ¢ é cateto
oposto (CO); b é cateto adjacente
(CA).

b) Em relacdo ao angulo B: b é CO; c é
CA.

¢) O lado do triangulo oposto ao angulo
reto é chamado de hipotenusa (HIP) do
triangulo retangulo.

Sao definidas as razoes

trigonométricas:

seguintes

cA
v cosa =—

HIP
co
v sena =—
HIP
v co __coHIP _ co HIP _ €O/
tga:—:——:——:CA—
CA CAHIP  HIP CA uip
sena
tgoa =
& cosa

onde ‘oposto’ e ‘adjacente’ referem-se ao
angulo a.

3. Relagbes Métricas

Para um tridngulo retangulo ABC,
podemos estabelecer algumas relagbes entre
as medidas de seus elementos:

B a c

a) O quadrado de um cateto é igual ao
produto da hipotenusa pela projecao desse
cateto sobre a hipotenusa:

b ’=an e c*=am

b) O produto dos catetos é igual ao produto
da hipotenusa pela altura relativa a
hipotenusa:

b.c=a.h

c) O quadrado da altura é igual ao produto
das projecdes dos catetos sobre a
hipotenusa:

h* =m.n
d) O quadrado da hipotenusa € igual a soma
dos quadrados dos catetos:
a’*=b*+c?
Essa relacdo é conhecida pelo nome de
Teorema de Pitagoras.

3.1 Circunferéncia Trigonométrica

Consideremos uma circunferéncia de raio
unitario (r = 1), cujo centro coincide com a
origem de um sistema cartesiano ortogonal:

h

Jan
N

Esta estrutura, juntamente com as
convencbes a sequir, € chamada de
circunferéncia trigonometrica.

R J

Convencoes:

I. O ponto A=(1,0) é a origem de todos os
arcos a serem medidos na circunferéncia.

Il. Se um arco for medido no sentido
horario, entdo a essa medida sera
atribuido o sinal negativo (-).

I11. Se um arco for medido no sentido anti-
horario, entdo a essa medida serd
atribuido o sinal positivo (+).

IV. Os eixos coordenados dividem o plano
cartesiano em quatro regides chamadas
quadrantes;  esses  quadrantes  sdo
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contados no sentido anti-horério, a partir
do ponto A.

Como a circunferéncia tem 360° ou 2z rad,
cada um desses arcos medem 90° ou ©/2 rad.

4
¥

na Qa
A

[+ x
me | wva ™ Origam

dos Brcos

OBS: Se temos um arco de origem A e
extremidade E, ele pode assumir infinitos
valores, dependendo do nimero de voltas que
sejam dadas para medi-lo, tanto no sentido
anti-horario (+) quanto no sentido horario (-).

ESTE
L
adts

m=3n 0 == Oy == gy

3n
2

|3
W

Usaremos a circunferéncia trigonomeétrica
para definir as funcbes trigonométricas, mais
adiante. Por agora vamos trabalhar apenas
com um triangulo retangulo.

4. A generalizagéo das razoes
trigonométricas

Como vimos anteriormente, as razoes
trigonométricas seno (sen), cosseno (cos) e
tangente (tg), referem-se a angulos agudos de
um tridngulo retangulo. No entanto, pode-se
estender a definicdo destas razdes a angulos
obtusos, conforme veremos a seguir.

Extensdo do seno de um anqulo:

No plano cartesiano, consideremos uma
circunferéncia trigonométrica, de centro em
(0,0) e raio unitario. Seja M = (x',y") um
ponto desta circunferéncia, localizado no

primeiro quadrante, este ponto determina um
arco aM que corresponde ao angulo central a.

u

senfa)

0 %

Relembrando, chamamos de sen « a razéo
entre o0 CO a a, cujo tamanho ¢ dado pela
prépria ordenada y’ do ponto M, e a HIP,
cujo tamanho é a propria distancia r=1; isto é:

! yl ,

sen(a)=y7=T=y

Com isso a extensdo é feita de modo que
o sinal do seno dependerd do sinal da
ordenada do ponto, ou seja, do quadrante a
que pertenca o angulo. Sera positivo para 0
primeiro e o segundo quadrantes (ordenadas
positivas), e negativo para 0 terceiro e 0
quarto quadrantes (ordenadas negativas).

Extensao do cosseno de um angulo:

Conforme definimos para o tridngulo
retangulo, a razdo entre o CA a a, a abscissa
x’ do ponto M usado anteriormente, e a HIP,
distancia r, serd o cosseno do angulo a:

O sinal do cosseno de um angulo depende
do sinal da abscissa do ponto. Sendo assim,
cos o Serd positivo no primeiro e no quarto
quadrantes e negativo nos segundo e terceiro
quadrantes.
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sena ===y

\ COSa=—=X

RPIx k<

O triangulo OxP, é um triangulo retangulo. Se
sena =y e cosa =x, pelo teorema de
Pitagoras temos:
a? = b? + ¢?
a® = x* + y* = cos’a + sen’a
cos’a + sen’a = 1

Extensdo da tangente de um angulo:

A tangente de um &ngulo, conforme vimos
em nosso estudo do triangulo retangulo, é a
razdo entre 0 CO e 0 CA:

A0

T

SRS IR,

oL 4

0 x'

Observando o ciclo trigonométrico,
podemos tirar as seguintes relacées:
Ox'" x'M
0A AT
Ora, Ox’ é 0 cosseno, x’M é a projecao do
seno e AT ¢ a tangente e AO é o raio do ciclo,

igual a 1:
cosa Ssena sen a

1 tga - tga_cosa
O sinal da tangente dependera do sinal das
coordenadas do ponto M escolhido. Sera
positiva se as coordenadas forem do mesmo
sinal e negativa se forem de sinais contrarios.
Conforme se pode notar nas duas

extensdes sugeridas para tangente, quando o

denominador da fragdo for nulo a tangente
ndo estd definida. Isso ocorre quando a
abscissa do ponto M é nula, ou
equivalentemente, o 4ngulo o vale 90° ou
270° (Pois €0590°=0=cos 270°%),

5. Soma e diferenca de dois arcos

Seno da soma de dois arcos

sen(a+b) = sena.cosb + senb.cosa

Demonstracéo:
Observe a seguinte figura (circunferéncia

trigonométrica):

N
Vv
a
S M
U aPR
b
a
0

Inicialmente temos de notar que:

sen(a+b)=0U +UV

O triangulo ONR fornece as seguintes
relagdes:

sen(b)= % =NR
cos(b)= % =OR

Por outro lado, o triangulo OUR nos diz que:

ou ou
sena=——=——

= = OU =senacosh
OR cosb

Por sua vez, o tridngulo NRS fornece:

NS NS
cosa=——=

——— = NS =cos asenb
NR senb

Notando que:

NS=UV
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obtemos finalmente:
sen(a+b) = sena.cosb + senb.cosa

como querl’amos demonstrar.

Embora  tenhamos demonstrado a
igualdade acima apenas para O primeiro
quadrante, o resultado é valido para qualquer
destes. A demonstracdo para 0s outros
quadrantes é analoga, fazendo-se as devidas
correcBes de sinais. Apenas a critério de
exemplo faremos mais uma demonstracao, a
do segundo quadrante.

Observe agora esta nova figura:

/)c:<
[=%]

Novamente notamos que:
sen(a+b)=0V -UV

Definimos o &ngulo auxiliar « =a—90°
O triangulo ORN fornece as relagdes:

senb =$: NR = senb
cosb = % = OR =cosb
O triangulo NRS fornece:
seng = R—S = RS =sena.senb =UV
NR
Por sua vez, o triangulo OVR fornece:
V
CcoSa = O— = OV =cosacosb
OR

Temos entdo como resultado parcial:

sen(a +b) =cosa cosb — sena.senb

Mas, observando o seguinte desenho:

]

p
/

Notamos que:

sen(f —90°)=—cosf3
cos(B —90°) =senp
Ent&o, ocorre que:
sena =—cosa
CoSa = sena
Substituindo no resultado parcial obtemos a
relacdo desejada:
sen(a+ b) =sena.cosb+ senb.cosa

0 que conclui a demonstracdo para um angulo
no segundo quadrante.

Seno da diferenca de dois arcos

sen(a —b) =sena.cosb —senb cosa

Demonstracao:
Podemos reescrever o seno da diferenca

como:
sen(a—Db) = sen[a+ (—b)]
e aplicar a formula da soma, obtendo:
sen(a —b) = senacos(—b) + sen(—b) cosa

Uma vez notando que o cosseno de um
angulo corresponde a abscissa do sistema
cartesiano que contém a circunferéncia
trigonométrica, é facil ver que:

cos(—b) =cosb
e que:
sen(—b) =—senb

Com esses resultados estabelece-se a
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igualdade requerida:

sen(a —b) =senacosb — senbcosa

completando a demonstragéo.

Cosseno da soma de dois arcos

cos(a —b) =cosacos(—b) — sena.sen(-b)
=cosacosh — sena(—senb)
cos(a —b) =cosacosb + senasenb

0 que conclui a demonstragao.

Tangente da soma ou da diferenca de dois

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

Demonstragao:
Para demonstrar este resultado devemos

notar as seguintes igualdades:

sen(c + 90°) = senc cos90° + sen 90° cos ¢

= COScC
sen(c + 180°) = senc cos 180°

+ sen 180° cosc

= —Ssenc
uma vez que €0s90°=0, sen90°=1,
cos180°=-1 e senl8(=0. (Ver as figuras
que estendem as definicdes de senos e
€0ssenos para quaisquer angulos, notando as
coordenadas das interse¢des da circunferéncia
trigonométrica com o0s eixos coordenados).
Sendo assim, temos:

cos(a+b)=sen(a+b-+90%)
=sen(a+ 90°) cosbh
+ senbcos(a +90°%)
=cosacosh
+ senb.sen(a +90° +90°)
cos(a + b) =cosacosb — senb.sena

conforme desejavamos.

Cosseno da diferenca de dois arcos

arcos

tgattgh

tglath) =——"—
gla£b) 1+tgatgh

onde deve-se usar somente o sinal superior ou
somente o inferior.

Demonstracéo:
Usamos os resultados obtidos para seno e

cosseno da soma de dois arcos:

sen(a+hb)
cos(axh)
_senacosb * senbcos a

cosacosb ¥ sena.senb
_cosa tgacosh+senb

~ cosa cosh F tgasenb
_cosb tga*tgb

" cosb 1Ftgatgb

tga +tgb

1¥tgatgh

tg(atb) =

tg(atb) =

como queriamos demonstrar.

6. Formulas de arcos duplos

cos(a —b) = cosacosb + senasenb

Demonstracéo:
Reescrevemos o cosseno desejado como:

cos(a—b) = cos(a + (-b))

e usamos a férmula da soma de cossenos:

Chama-se de arco duplo a soma de dois
arcos iguais. Sendo assim, para escrevermos
as férmulas de arcos duplos basta igualar os
dois arcos e obter as expressoes
correspondentes. Chamaremos este arco que
se repete duas vezes de x ao invés de a ou b.

O seno de um arco duplo

Temos neste caso:

sen2x = sen(X + X)
= SeNXCOSX + SENXCOS X
Entdo:
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sen2x = 2senxcosx|

O cosseno de um arco duplo

Neste caso temos:

C0S2X =COS(X + X)
=COSXCOSX — Senx.senx
ou seja:

|cos2x =cos? x — sen’x|
Notando que, pelo teorema de Pitagoras e
por ser o raio de uma circunferéncia
trigonométrica igual a 1, temos a identidade
fundamental:

cos” x + sen’x =1]

Esta identidade permite reescrever a
férmula para o cosseno do arco duplo de duas
outras maneiras equivalentes:

cos2x=2cos’ x—1
cos2x =1—2sen?x

A tangente de um arco duplo

Temos, neste caso:
tg2x =tg(X + X)
_ tgx+1gx
1-tgxtgx
ou seja,

2tgx

2

tg2x =
J 1-tg°x

7 NN
= nlNR
A D C

« m PELLE.

b

Na figura acima, opserva-se 3 triangulos:
ABC, ABD e BDC. Nota-se que:

b=n+m e m=c.cosa (11)
Usando o teorema de Pitagoras para BCD:

a’ = h*+n? (12)
E para ABD:
c?=m?*+h? (13)

Substituindo, n=b—-m e h*=c*-
m?, na relacéo (12), temos:
a’* = (b —m)? + (c? —m?)
= b% +m2 — 2bm + c* — m?
a®* =b*+c*—2bm
Mas m = c. cos a, assim:
a? = b? + ¢* — 2bc.cosa
De forma analoga temos:
b* = a® + ¢* — 2ac.cosp

¢? = a* + b* — 2ab.cosy

8. As razles reciprocas

7. Lei dos Cossenos

Pode-se estabelecer algumas relagdes entre
angulos e lados de um triangulo qualquer:

Além das razdes trigonométricas seno,
cosseno e tangente, podemos definir os
reciprocos destas fragdes. Chamaremos de
secante (sec) ao reciproco do cosseno,
cossecante (cossec) ao reciproco do seno, e
finalmente cotangente (cot) ao reciproco da
tangente, ou seja:

SeCa =

COSax

1
cosseCa = ——
sena

1
cotga =—
tga
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Pode-se trabalhar com somas e diferencas
de arcos para estas razdes utilizando os
resultados que ja conhecemos para as funcdes
seno, cosseno e tangente.

9. Representacédo gréafica das razdes
trigonométricas e suas reciprocas

sen | cos | tg
30° | 1/, V3/ ) V3 3
s | V¥, | V2, 1
60 |3y 1, | 3
900° | 1 0 .
1200 | Y3/, | - 1, | -3
150° | 1/, | = 3/, | -3/,
180° | 0 1 0

Para finalizar esta se¢do apresentaremos 0s
gréficos das razdes trigonometricas e de suas
reciprocas.

Para seno, cosseno e tangente, temos:

[F]

T—t
= sin(ct)

L : HE il== cos(a)
;o LI P s |eee tan(a)
. . N M i T

o dw2 o w2 0 w2 T 3m2 2x

Ja para secante, cossecante e cotangente

Pl S L T T TS reISyeIeyey Syuy Syt pepyepeyeyeyeI

n/2 . T

E por altimo apresentamos cada uma das
razbes trigonométricas, bem como suas
reciprocas, na circunferéncia trigonométrica,
para facilitar memorizacao e visualizacdo de
relacbes entre elas (as vezes uma visdo
geométrica € mais féacil de ver que uma
analitical). Também uma tabela com valores
de seno, cosseno e tangente de alguns
angulos.

o

sena =0P
cosa =0Q
tga = AT 0 Qo A
cotga =BS
seca =0T
cosseca =0S

(Figura extraida de KUHLKAMP, Nilo. Célculo 1,
2ed., Editora da UFSC, 2001, p.57)

Exercicios Propostos

1. Calcular os catetos de um triangulo
retangulo cuja hipotenusa mede 6 cm e um
dos angulos mede 60°.

2. Quando o angulo de elevacdo do sol é de
65 °, a sombra de um edificio mede 18 m.
Calcule a altura do edificio. (sen 65° =
0,9063, cos 65° = 0,4226 e tg 65° =
2,1445)
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3. Quando o angulo de elevacdo do sol é de
60°, a sombra de uma arvore mede 15m.
Calcule a altura da arvore, considerando

J3=17.

4. Uma escada encostada em um edificio tem
seus pes afastados a 50 m do edificio,
formando assim, com o plano horizontal,
um angulo de 32°. A altura do edificio e
aproximadamente: (sen 32° = 05299, cos
32°=0,8480 e tg 32° = 0,6249)

5. Um avido levanta v6o sob um angulo de
30°. Depois de percorrer 8 km, 0 avido se
encontra a uma altura de:

6. Um foguete é langado sob um angulo de
30° A que altura se encontra depois de
percorrer 12 km em linha reta?

7. Do alto de um farol, cuja altura é de 20 m,
avista-se um navio sob um angulo de
depressdo de 30°. A que distancia,
aproximadamente, o navio se acha do
farol? (Use V3 = 1,73)

8. Se cada angulo de um triangulo equilétero
mede 60 ©°, calcule a medida da altura de
um triangulo equilatero de lado 20 cm.

9. Um alpinista deseja calcular a altura de
uma encosta que vai escalar. Para isso,
afasta-se, horizontalmente, 80 m do pé da
encosta e visualiza o topo sob um angulo
de 55° com o plano horizontal. Calcule a
altura da encosta. (Dados: sen(55°) = 0,81,
cos (55°) = 0,57 e tg (55°) = 1,42.

10. Calcule o valor de y em cada figura:

12 y
¥ I—\\ /’_I4\l’3_
300~ 9 300

11. Encontre x e y nas figuras:

] [_\\y\ /\
305~ _460°
93 Y

12. Patrik, um jovem curioso, observa da
janela do seu quarto (A) uma banca de
revistas (R), bem em frente ao seu prédio,
segundo um angulo de 60° com a vertical.
Desejando avaliar a distancia do prédio a
banca, Patrik sobe seis andares
(aproximadamente 16 metros) até o
apartamento de um amigo seu, e passa a
avistar a banca (do ponto B) segundo um
angulo de 30° com a vertical. Calculando a
distancia “d”, Patrik deve encontrar,
aproximadamente, o valor:

13. Um topografo foi chamado para obter a
altura de um edificio. Para fazer isto, ele
colocou um teodolito (instrumento para
medir angulos) a 200 m do edificio e
mediu o angulo de 30°, como indicado na
figura a seguir. Determine a altura do
edificio.

oo
-

_-<X30° -
/\A\ ------------ HE0
—

14. Determine o valor da expressao: y =
4-c0s105°

15. Sabendo-se que sen(x) = g e que x

pertence ao primeiro quadrante, determine
sen(2x).

16. Setg (x +y) =2etg(y) =1, determine
tg (x).
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17. Sabendo que sena—cosazgsena

Determine o valor de sen2a.
18. Determine o valor de cos(105°).
19. Simplifique a expresséo:

_ SeCX—CosX
COSSeC X — senx

Respostas do Modulo 4

1.33e3 38.6m 3.255m

*hkkkhkkkhhkkkhkkkhhkkkhkhkkhhkkhkhkkikkhkkhhkkhkkhhkkikkik

4.31,24m 5.4 Km 6.6 Km
Kk khhkdhhkhhhhhhhkhhhhhhkhhhhrhhkhhiiik
7.34,7m 8. 10\/§ 9.113.6m

k*hkkhkkhkhkkhhkkhihkhkihhkkhiihkhkkiihkkhkihhkiikkikiixk

10.a)y=6 b)8V3

*hkkkhkkkhhkkkhkkkhkhkkkhkkkhhkkkhkkikkhkkhkhkkhkkhkkhkkikkik

11.a)x=9e y=18 b)x:4\/§ey:8\/§

*hkkkhkkkhhkkkhkkkhkhkkkhkkkhhkkkhkkikkhkkhkhkkhkkhkkhkkikkik

12.13,84 m 13. zoogm

khhkkhkkhkhkkhhkkhkihkhkhhhkkhiihkhkkhihkkhkihhkiihkkhiixk

14426 15 24125  16.1/3

khhkkhkkhkkhkkhhkkhkihhkhhhkkhiihkhkhihkkhkihhkiihkkhiixk

g, ¥2=V6

17.15/17

4
*hkkkhkkkhhkkkhkkkhkhkkkhkkkhkhkkhkkikkihkkhkhkkikkhkhkkikkik
19. tg°(x)

khkkhkkhkkhkkhkhkhkkhkkhhkhkkhhhkkhiihkhkkhhhkhkihhkkihkhiixk
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